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(Uitjem 68 «ine iwter d«a llletotoiii der WiMeiweiuift merkannte 
Thateche ist, 6aaa divergente R^ben keine Sommen beeÜzen 

oder, was auf das dämliche iimauskommt, dai»8 eine divergente 
Reihe keiner beattimiiteii Grdflwe gleichgeeetit weiden darif, hat 
eidi die Anfinerkeamkeit der Analytiker von Neuem der Entwickelnngs* 
forme! vonMac Laurin zugewendet, um dieselbe in einem wesentlichen 
Punkte zn TenroUetSndigen. Pia nXmliek ohne Welteree klar iel» .dnae 
die ConTergens oder DlTcrgenz der Reihe 

f(o) + * + XT ^ + TX3 ^ + 

lediglich von der Natur der Fenktion f(x) abhängt, so entsteht 
von seihst die Frage, auf welche Weise man unmittelbar aua dieaer 
Fvaktl«» ^ IntorvaU» innerhalb deaaea die obige Reihe eonvergbl; 
d. h. das GflltigkeHsh^ervall der Entwlekelung entaeimieii klinnte. 
Eine Qeant\Fortung dieser Frage i^t allerdings schon seit längerer 
Zßik h^f^utfoi; giebt man nBmIksh der In Rede stehenden Reihe 
nur n Glieder und heatlmnit den angfih&rlgflii Reet, so tot 
bebinntiicli. 

;tn fin)(j^x) _ f(o) , r'(o) 

f^""^ 1.2.. ,11 - ^^""^ + ^^ + X2"^ +••• 



+ 



1.2... («— ij 

worin einen poaifi?en Sehten Bvneh bezeichnet, nnd es conFeigltt 

oder divergirt nun die Keihe, je nacbdeiu der Hest 
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1 . 2 ... Ii 

sich för imendlieh wachsende n der Gräuze ISiili nähert oder nicht. 

Die Anwendung dieses Kriterimns ist »her meistentheils etwns 

beschwerlich« indem »ie voraussetzt, das man den n'^ Differenziai- 
quetienten von f(x) in eine independente Formei entwidcelt ange- 
ben kSnne, was bei einigennaassen zusanunengesetsten Funkttonen 
so umfangreiche i' uniieln erfordert« dass sich die Abnahme oder 
Nichtabnahme jenes Restes daraus nur schwer ersehen Ütost. Hierzu 
kmmnt noch Eines. Bei der Wichtigkeit, welche die imagtnfiren 
Zahlen, namentlich 8eit der Entdeckung ihres geometrischen Sinnes, 
erlangt haben, darf sich die Wissenschaft nicht mehr auf £nt-- 
Wickelungen im Bereiche der reellen Zahlen beschrinken und es 
entspringt daraus von selbst die Forderung, die Gränzen för die 
Gültigkeit der Mac Laurin'schen Reihe in dem allgemeinen Falle 
zu bestimmen, wo man sich x unter der Form r (eoH -|- V"**! 
zu re'* enthalten denkt. — Aus diesen Bemerkungen geht hervor, 
dass dem vorigen« gewissermaassen a pogUHcri gewonnenen Krite- 
rium flir die Gültigkeit der Mac Laurin'schen Fotmel efai zweites 
mehr a priori abgeleitetes Kennzeichen an die Seite zu stellen wäre, 
dessen Gebrauch gleichfönnig auf imaginäre und reelle Variable passte. 
Diesen Gedanken hat zuerst Conehff auazufilhren gesucht, ist aber 
dabei in einen nicht unhedeutenden Irrthum verfallen, in so fem er 
nämlich aus der Funktion f{x) und ihren ersten Differenzialquo- 
tienten all^n schon die Gültigkeitsgrftnzen der Mac Laurin'schen 
Reihe bestimmen zu kOnnen glaubte, was durchaus nicht möglich 
ist. Einerseits um diesen Fehler zu beseitigen, andererseits um der 
etwas sehr gekünstelten Betrachtung Cauchy's eine hofentUch 
einiachere gegenflberzustellen, geben wir die nachstehenden Ent- 
Wickelungen; dass hierbei die einfachsten Sätze der Integral- 
rechnung benutzt worden sind« wird wohl keinen Anstoss erregen» 
denn obschon die Mac Laurin'sche Formel ihrer ursprünglichen 
Ableitung nach in die liifferenzialrechnung gehört, so ist doch nicht 
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am leugnen, daes die fiefere Untetsiichiiiig derselben , wie e, B. 
sciion die genaue Besümnrang des Restes ohne Hülfe des unbe- 
stimmt bleibenden Bruches ^, die Hülfe der Integralrechnung noth- 
wendig erfordert. 

I. 

Wir schickeu zunSchst einige Bemerkungen fiber die Diskon- 
tUiuttät der Funl^tionen roraus, einestheils um diesen im Gänsen 
niclit hinrelehend beacliteten Punkt genauer zu erOrtem, andemtfaeils 
weil die spätere Untersuchung gerade in dieser Rücksicht eine 
scharfe Begri£Esbestimmung erfordert. £ine Funktion /\a:) von nur 
^ner Yaiiabele w nennen wir dlskontinulrllcli an der Stelle ^ = 
wenn sich die Ausdrücke /"(l — ö) und /*(| -|- e), worin d und s 
wesentlich positive bis zur Null abnehmende Grössen bezeichnen; 
zwei versehledenen GrSnzen nShem» soliald man d und s in Null 
übergehen Ifissf, wobei noch ansdriickllch bemerkt werden mOge, 
dass wir 8 und e als verschiedene Grössen ansehen. Die geome- 
frische Abkunft dieser Definition ist leicht zu erkennen; wenn 
nSmlieh eine Curve hei Pabbrieht und nachher hei Q Ihren Lauf wieder 
fortsetzt, so kann man P und Q durch eine Gerade verbinden, 
senkrecht darauf eine zweite Gerade als Absdssenachse erricjkten 
und sidi die Gleichung der Curve auf dieses neue rechtwinklige 
Coordinatensystcm bezogen denken; ist nun ^ == f(x) diese 
Gleichung« so gehören zur Abscisse Oilf=: { zwei Ordinaten 
MP und MQf von denen , die erste die bisherige Reihe von 
Ordinaten beschliesst und die zweite eine neue Reihe von Ordi- 
naten anlangt, während jeder anderen Abscisse immer nur eine 
einzige Ordinate entspricht. Für L]M =: d,- MN =r s ist nun 
Lü = — d), NV — /({ + e) und wenn d und $ in NuU 
äbergehen 

MP=IAm f(i ^ d), MQ = Lhn Ai + «) 
woraus hervorgeht, dass die beiden Gr&naswerthe von einander 
▼ttschieden sind. . 
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' In IhnUcher W«f8e iii«niieii wir eine Funktion f (r, t) zweier 
Variabein r und t diskonünuirlich filr r = p und f = weim 
^ese sfMnetten WeiÜie von r and 1 »o besobaff^ atwl, das« «leb 
entireder die Aiisdrficke 

/'(^ — T) und /(^ + «, if) 

oder die folgenden 

f(Q, t — d') und /^to, T + «0 
fftr nnendlieh abnehmende 6, £, ^^ verschiedenen GrSnsen 
nähern, und wenn man sich erinnert, dass eine Funktion zweier 
VeründerUcben geometrisch eine Fläche bedeutet» so wird man 
leicht die geometrische Bedeutung erlcenneii. So Ist s. B. düe 
Funktion 

f^^' ^ = 1 4 r> co$2t 
dishoufiuulrUch an der Stelle r = 1 und t =z Vs ^; man hat 

AI — '/a — 1 _ (1 _ 2 d — d* 

und hiervon sind die GrSnawerthe beifigUch 4' ^ — ^ 

verschieden. Ebenso hätte man 

1 1 



/ (l, « — dO = 



1 — co#2d' 2««»d' 



nU Va*4^=: 1-L2a- ^27^ 

und hiervon sind die GrSnzwerthe ehen&lls verschieden, well $' 

und d^ beliebige auf verschiedene Weise abnehmende, Urüssen 
beaeiclinen; fiir =^ 2d' wftre s. B. 

— 2«iiad' 8 cof« ^ «»»d' "~ ^* ^ 4<w» d'^ im» d^ 

und diese Differenz cuuvergirt nicht gegen die iSull^ wie es det 
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Fall «ein mtate, wenn »ich der Mlnucndu« md der ä«ii«rali«Bdii« 
tiidcer Hand gleiehen GrUnxen nülierten. 

Von dem wesentlichsten EinÜusse ist die Diskontinuität einer 
Funktion da, wo ee sicK um die Werthangabe eiaea beatemten 
Integrales 

r* 

I f(a:) dx 

handelt, dessen Integration-sgränzen so beschaffen sind, cla«s die 
Funktion innerhalb des Intervalles a bis 6 eine Unterbrechung der 
Kontinuität erleidet. Hier kommt es zunSchat darauf an, alch ap 
verständigen, was überhaupt unter piuptu bestimmten lutecrrale ver- 
standen werden soll, und diese Erörterung ist um so nOtiiiger, ai^ 
es zwei Definitionen des beatimmten Integralea giebl^ deren Identität 
oder Verschiedenheit sich nicht unmittelbar benrtheilen IHsat Pie 
eine Erklärung sagt: wenn bei unbestimmter Integration 

J fix) dx = Fipe) ^ Cou$t 

tat, 80 Terateht man unter dem beatimmten, zwiachen den Gränzen 

a und 6 genommeuen, Integrale die Differenz — 
alao 

1) r m dx =z Fiü) — F(a) 

Ja 

dagegen erklärt eine zweite Definition das voratehende Integral ala 
die GrSnze, welcher alch der Auadruck 

») m + «. /(a+d.) + 6m + .... 

. . . + ^» A« + + ^-2 + • + ^n-i) 
nähert, sobald man die Gr&asen ii, 6%» 9n^if welche 4^ 
Bedingung 

dl + + 03 + ... + = 6 — « 

genfigen mflaaen, bia zu jedem beliebigen Grade der Kleinheit 

herabsinken lässt. Die geometrische Bedeutung hiervon Ist, daaa 
man das in Kede stehende beatimmte Jlntegr^l ah die Fläche M«i(^ 

2 
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welche von der Strecke 6 — « der Abscissenachse , von den 
Ordinaten /(a) und f(b) endlich noch von der durch die Gieichung 
y zr f{x) charakterisirten Curve begränzt wird; för OA = 
OB =z b ist z. B. in Fig. 1 

b 

f{x) dx == Fläche ÄBDQPCA 

a 

und die in Nr. 2. verzeichnete Summe bildet einen Nähenmgswertb 
daför, indem man sich die Fläche in n Streifen zerlegt denkt, 
welche als Rechtecke mit den Grundlinien 9^, und den 

Hullen / («), f{a + ÖJ, /'(« + öi + ö,) , •.• A« + + ^2 
... >J- di»-i) gelten* können. — Welche von diesen beiden Defini- 
tionen des bestimmten Integrales man als die primäre wählen will, 
ist an sich gleichgültig, wenn man mir fest an der Bezeichnungi>- 
welse hält und sich Über das Verhältniss orientirt» in welchem die 
zweite Definition zur ersten steht; wir werden nach dem Vorgange 
von Lejeune Dirichlet und Jacobi die zweite Defmition zu Grunde 
legen, weil sie einestheils die Klarheit der geometrischen Bedeutung 
för sich hat, andemtheils weil sie auf diskontinuirliche Funktionen 
eben so gleichfiimiig als auf stetige Funktionen passt, wie man aus 
der Figur unmittelbar ersieht. Wir haben daher noch die Stellung 
der ersten, nunmehr secundären, Definition gegen die unsrige zu 
erörtern, also die Frage zu beantworten , unter welchen Cmständen 
ein bestimmtes Integral aU die Difierenz zweier Spezialwerthe eines 
unbestlnunten Integrales angesehen werden darf. 

Sind die Funktionen fix) und F{x) durch die Gleichung 

d> ^ f(x) dx z= F{x) + C 

mit einander verbunden, so ist vermöge der Definition des unbe* 
stimmten Integrales 

^=/<-> . 

und zufolge der Bedeutung des DifferenzUilquotlenten 
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worin sich das Zeichen Idm auf die unendliche Abnahme von d 
bezieht. Geben wir dem d einen individuellen endlichen Werth, 
so isl iler Quotient [F{j- ^ Ö) — ^ W] • ä dem Diileieii/ial- 
quotienten / (^) nicht gleich, Sondern um eine gewisse nicht näher 
zu untersuchende GrOsse ( davon verschieden^ so dass wir 

oder umgekehrt 

4) d m + d{ = F{x + d) — F(x) 

setzen dürfen; von der Grösse {; Icennen wir zwar den genauen 
Betrag nicht, aber wir wissen wenigstens so viel von ihr, dass sie 

mit d gleichzeitig gegen tlie Granze jNuU convergiH, und Diess reicht 
für unsere Zwecke aus. Setzen wir nun in der Gleichung 4, der 
Reihe nach 

X zz: a, a 4* ^ ~l~ ^1 4' ... a -|- di + + dn-j 

d — dl» ^2 » ^3 > ••• d« 

und bezeichnen die verschiedenen Weithe von weiche jenen 
Substitutionen entsprechen, mit g.^» C«« finden die 
Gleichungen statt: 

da /(« + dl) + däSa = F{a + Äi + 8^) — F(a + d,) 

A« + dl) + da & = F(a + d| + da +d,) — /(a + di +d») 



«•A« + h +••+ ö-i) + /l:a+di+.. + d«)- F(o+di + 

Nehmen wir an, dass die Funktfon f{A') innerhalb des Inter- 
valles X — a his X m a -\- 8i -f- • • -f- d« keine Unterbrechung 
der Kontinuität erleide (eine Supposition, deren Nothwendigkeit sich 
gleich nachher zeigen wird), so giebt die Addition der obigen 
Gleichungen 
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dl na) + f(a + d,) + 03 f{a + + S^) + .... 

+ + + + 

+ «1 {i + ^ £• + ii + • + ^ £« 

=s F(ö 4- + 4- + — F{a) 

imd weiiii wif dl, ^ d« so wählen, daas ihire Stunme ^ 5 — a 
Ist, so folgt 

5) diA«) + *i/(« + W + daA« + ai + *a) + -" 

• +^11 A« + *i + ^2 + •• 

Z= — l\a) — [dl Ji +^262+ . - + y 

Die Grössen {j, (2» • ' • £» l^t^nnen hier verschiedene Zeichen haben, 
s gleichwohl kann man den Betrag von d, 4" ^2 ^2 + • + In 
leicht in zwei Grenzen einschliestiea ; itst nänilich diejenige unter 
den Grossen welche den grossten absoluten Werth hat und 
die absolut kleinste, so ist, wenn einmal ^ und das andere Mal ^* 
för die verschiedenen g gesetzt wird und alle Glieder positiv 
genommen werden 

^1 £1 + ^2 + + in < (dl + d« + ... + i' 

und zugleich 

dl £1 + da £a + + d« £, > (di + h + ... + ö«) ^ 

und da d] ^2 4* -* * "l" ^» ^ ^ — ^» ^ ''^S^ demnach die 
Produktensunuae 

^1 £1 + ^« & + 4j £i + • + fti £« 

zwischen den beiden Grössen 

(d — «) r und (d — <i) 

Was nun von jedem J gilt, muss natüiiich aucli von und 
gelten, «nd wenn daher ^ünuntllche d unendüch abnefanten« m 
nlihem sich auch {' und f folglich ebenso {d — a) J' und (6 — u) ^" 
der gemeinächaltlichen Gränze iNull; dasselbe findet auch bei 
der zwiachenliegenden Produktensumme statt und es ist «Uber SSt 
gleichzeitig abnehmende di, dg, ... d« 

Lim [dl £1 + da £a + ... + ^» £d = 
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Beniitxeii wir dieses Resultat für die Gleichuiig 5.» indem wtr auch 
dort sSmintBehe Ö gegen die Null convergiren lassen» so ist 

= m F(a) 
d. h. vermöge unserer Definition des bestimmten Integrales 

6) rV(^) da = — F(fl) 

«o (lass also in dem Falle, wo f(a') kontinuirlich ist von a 
bis x — b, in der Tbat jedes bestimmte Integral durch die Differena 
zweier Spezlalwerthe eines unbesthnmten Integrales ausgedrOckt 
werden kann. 

Wesentlich anders wird die Sache, wenn f{x) innerhalb des 
Intervalles a bis 6 eine Unterbrechung der Kontinuität erleidet. 
Diese zieht nSmlich, wie sehr leicht zu sehen ist, eine Diskonti- 
nuität von F{x) nach sich, ^«Iche an derselben Stelle wie bei 
f{x) eintritt, so dass also jP(£) ebenso wie f{Q zwei verschiedene ' 
Wefthe hat, welche wir durch die Beaeichnung — o) und Fd-f^o) 
unterscheiden wollen. Nun wurde aber vorhin angenommen^ dass 
sich bei der Addition des au%esteUten Gleichungensystenie« 
^(a + *i) gegen — F(a + 8,), F(a + ^, + d^) gegen 
— F(a -f- öl -j- da) etc. hebe oder dass überhaupt /'(ar) — F(a:) zi: o 
sei; diess ist allerdings richtig, sobald nur einen Werth 

besitzt, falsch dagegen, wenn der Minuendns einen anderen Werth 
hat als der Subtrahendus. Dieser Fall tritt hier ein; <lenn vermöge 
der Substitutionen a: — a, a -\- di» a di -f- ••• durch- 
Ifiuft, a: das Intervall a bis b und zwar stetig, well siunmtiiche d 
nachher unter jeden Grad der Rteinheit heral> vermindert werden; 
80 kommt denn unter den Werthen von r anrh der Spezialwerth 
( vor (wegen 6 ^ £ ^ a) und folglich erscheint "bei der 
Addition jener Gleichungen auch die Differenz F{i~~o) — F(^-\-o), 
weiche nicht verschwindet; so gelangt man nicht zu der Gleichung 6.^ 
«ondem zur folgenden 
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Es V&8si sich dieses Resultat aucli aul folgendem Wege ableiten. 
Verinr><re der von uns adoptirten Definition des bestimmten Integrales 
ist, wie man leicht bemerkt, 

f{a;) da: = 1 f(x) dx -f fix) dx 

was geometrisch bedeutet, dass die Flficbe ABDQPCA aus den 
beiden Flächen AMPCA und MBDQM besteht Schreiben wir 
statt dessen 

a6 /»I — nb 

womit weiter nichts gesagt ist, als dass bei der Bestimmung von 
AMPCA die Ordinate MP als letzte begränzende Ordinate und 
dass MQ als Anfangsordinate fiir die folgende FlScbe MBDQM 
gelten soll, so ist jetzt die Funktion f(x) einerseits kontinuirlici» 
innerhalb der Gränzen a und | — o, ebenso femer stetig zwischen 
den GrSnzen ^ -\- o und 6. Durch Anwendung des Theoremes 6.' 
wird jetzt 

ö 

mdx=i mi-o) - F(ay\ + [F(6) - F(g + a)] 
a 

was iiiil der Gleichung 7. identisch ist, wir schreiben daiilr in 
schärferer liezeichnung 

8) Cax)dx - F{b) - F{a) + JUm — F(|-|-,)J 

wobei sich das Zeichen /<m auf die gleichzeitige unendliche 
Abnahme von 9 und c bezieht 

Vielleicht ist ein Beispiel hierzu nicht überflüssig. Aus der 
Fonnel 



j. 
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wurde man ohne weitere Rücksicht finden 



f1:r 

=: Um je — tan o zz: o 



was vollijT absurd ist, wenn imin sich erinnert, dass die Curve der 
Gleichung ^ sec^x die in Fig. 2. verzeichnete Gestalt besitzt 
{OM — V«« = 0C=: BD =: 1) und dass folglich die 

über der Abscisse O/i n stehende Fläche nicht nur nicht Null, 
sondern «ogar unendlich gross ist. Berücksichtigt man dagegen, 
dass tanx an der Stelle x y^ic eine Unterbrechung der Konti- 
nuität erleidet, so folgt aus i\r. 8. für | ^ '/^^i "i^^ ^ W — tanx 



X 



* dx 



- =: ianie — tano -|- — ä) — tan(^ -|- e)] 

X ^ 4t 



— — =: man — wwto + Lum uanc-sr — e) — lani^ 

zr Xrim \cotd '\- coIb] iz: od 



wie es in der That sein muss. 

Es verdient, namentlich der folgenden Untersuchungen wegen, 

noch besonders her\ orgchoben zu werden, dass bei der Frage nach 
der Kontinuität oder Diskontinuität von F{x) nicht nur dieAit, wie 
X in der Funktion F(.r) vorkommt, und das filr x geltende Integra- 
tionsinter\all , sondern auch die konstanten (iro.ssen, weiche F{x) 

9 

enthalten konnte, in Berücksichtigung zu ziehen sind, weil es leicht 
geschehen kann, dass eine und dieselbe Funktion innerhalb des 
Integrationsintervaües sielig bleibt oder diskontinuirlich wird, je 
nachdem man einer in ihr vorkommenden Konstanten diesen oder 
jenen Werth ertheilt. Wenn z. B. aus der Formel 

dx 1 • ^ 

rs = + Contt 

(r — X)^ r — X ■ 

die nachstehende zu folgen scheint 

dx ^ i_ _ 6— <i 

J _ (r — o,) '^ ~" r — 6 r — « ~" (r — b) (r — «) 



J 
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00 ist letitere schlechterdiBgs nicht allgemein richtig and ihre 

Gültigkeit lediglich aui den l all beschränkt, dass r nicht zwischen 
a und b lallt; wäre nämlich im Gegentheiie 6 ^ r ^ a, so nürde 
w beim Durchlaufen des Intervalles x ^ a bis jr = 6 unterwegs 
den Werth r annehmen und an dieser Stelle würde eine Diskonti- 
nuität in / (o?) =^1 ; (r — a) eintreten; man hat daher filr diesen 
FaU 

<h- _ b a r 1 1 1 

Auch hier ist die geometrische Bedeutung vSUig Idar; die Curre, 
deren Gleichung ^ :=z i : (r — a)* lautet» besteht aus zwei 
getrennten Zweigen, welche beide ciuf der positiven Seite der y 
liegen und die zur Abscisse x zzzr gehörende unendliche Ordinate 
zur gemeinschafttichen Asymptote haben (ähnlich wie in Fig. 2.); 
liegt nun r ausserhalb des Intervalles a bis b, so hat man es 
während dieses Intervalles immer nur mit dem einen jener beiden 
Zweige zu thun, welche fiir sich betrachtet stetig yerlaufen» lallt 
dagegen r zwischen a und 6, so besteht die gesuchte Fläche aus 
zwei getrennten Stücken, von denen das erste durch den einen und 
das sweite durch den anderen Gurvenzweig begrSnzt wird. Jedes 
dieser Stücke ist ftlr sich unendlich und mithin ist es auch ihre 
Summe, wiihreud die Formel 9. in diesem Falle, wo b — n und 
r — a positiv^ dagegen r ^ b negativ Ist, eine negative Fläche 
geben würde. 

Wir haben bisher vorausgesetzt, dass die Funktion FQe) wäh< 
rend des Intervalles jr s bis =: ^ nur eine einzige Unter- 
brechung der Koiiliniütät erleide, man wird aber hieraus leicht 
absehen, wie sich die Sache in dem Falle gestalten wird, wo mehrere 
solche Unterbreehungen der Stetigkeit eintreten. Fänden dieselben 
statt an den Stellen x ^ g^, ... wobei wir uns ... ^ 
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Ihrer GrÖ«M nach geordnet denken, eo fv«rde sieh des ven aUm k 

gehende Integral in eine Reihe anderer Integrale von a bis |x — ^> 
▼on ii + o hiB ^ — o, von la -|- 0 bin ^ — o etc. aerlegen 
UuMien und biemnn entspringt denn die Fonnel 

in welcher di, &%, ... d», €i, ... sümmtlidi positive bis zur 
r9nli abnehmende ChrOitoen beieeichnen. 



Wir be^chüftigen uns jetzt mit dem beetunmten Integrale 

o 

worin r eine v^esentlicb poi$itive konstante und t die imaginäre 



S. 



Einheit V ^ 1 bezeichnet. Von der bn Aligemeinen wÜlkflhrlichen 

Grü^i^c' r Hetzen wir voraus, <la.ss sie keinen hniix iduellen Werth 
erlialtej vermöge dessen die Funlition F(re'^) innerhalb des inter- 
▼alles t = o bis l = 2jr eine Unterbrechung der KontinuitKt 
erleiden könnte. Wiire z. B. F(rc'*) diskontinuirlich liir r zni g und 
< so nehmen wir r entweder durchaus q oder ^ q, damit 

F(r^ nicht diskontinuirlich werde, wenn t innerhalb des Intervallen 
o bis 2n den Werth t erreicht. Bezeichnen wir min den unbe- 
kannten Werth des Integrales , der nur von r abhängen kann, mit 
9(r), setzen also 

b 

F(re*^dt — (p(i) 



X 
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«o wenn w^ir r ^ r m die Stelle von r treten laesen, darauf 

8ubtrahiren und mit dividiren 
b 



' F(r + J re'i) — Fjre'j) ^ _ y(r 4- ^r) — <y(r) 



a 

Der unter dem Integralzeichen stehende Faktor von dt Ist nichts 
Anderes ab der partiell in Beziehung auf r genommene Differenzen- 
quotient von Fire**}, welcher so lange» als eine angebbare 
Groaae hat, Ton dem partiellen DHTerensialqnotienten der Funktion 

i\re**) um irgend eine Grösse g ven»chiedeu ist. Setzen wir daher 

F(r 4- Jre*') — F(re<0 _ dFjre'f) 

^. • dr ' * 

wo nun B mit gleichzeitig bis zur Null abnimmt , «o verwandelt 
sieh die vorhergehende Gleichung In: 



Fflr unendlich abnehmende nähert sich das aweite Integral 
linker Hand aus naheliegenden Gründen der Null und es wird daher 
durch Uebergang zur Gränze 

2« 



X 



^ dr dr 



d. I. wenn man die Differenziation unter dem Integralzeichen 
ausfährt 

U) J^^' F(re^^) dt = 

Nun ist aber bei unbestimmter Integration 

F' (re'O dt - + ConsL 



S 



inul da wir voraussetzen, dass F(reM') von # — o bis t=:2n keine 
Unterbrechung der Kontinuität erleide, so können wir den Werth 
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des in Nr. 11. vorkommenden bestimmten Integrales durch die 

Differenz zweier Spezialwerthe des unbestimmten Integrales ermit- 
tein« so ergiebt sieb 



P(reu) dt = — i T — =: o 



wobei r als von Null verschieden betrachtet wird. Die Gleichung 11. 
▼erwandelt sich jetzt in 

_ dq>(r) 

woraus hervorgeht, dass ip(r) von r unabhängig, also eine Konstante 
ist; diese giebt den merkwfirdigen Satz: 

IZ) I F(re«) dt — C 

Die Bestimmung der Konstante C richtet sieh ganz naeh der Natur 
der Funirtion F{t^\ ist diese so beschaffen, dass F(r«<0 konti- 

iiuirlich bleibt für alle möglichen r und t, »o kann jeder spezielle 
Werth von r zur Ermittelung von C gebraucht werden; so erh&lt 
man Ittr r =r o, 2%F{p) =: C und mithin 

Fiii /"X«) ;r<» z. B. wo ift eine ganze positive Zahl bedeutet, 
tritt F{reti) nicht diskontlnuiriich und daher ist 



14) J {re^j'^dt — o oder J e"»"<i< =z o 



wie man leicht verifiziren Imnn. 

W&re die Funktion F(Tef^ kontinuiriich Ifir jedes ^ und r, wenn 

nur letzteres mehr als Null beträgt, so darf man den Werth von C 
nicht durch die Substitution / zzz o bestimmen woUen, man kann 
sich aber in diesem Falle oft mit Vortheii der Substitution r =z: OD 
bedienen. So ist z. B. filr F(a:) =: 
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d. h. Näll, weil jedes einxelne Integral , versdiwliidet. Wenn 
dagegen v ^ so ist umgelieiirt ein äciiter Bnidi» der q 

heissen möge und man kann setten 

1 _ 1 

T 

Daraus ergiebt eich lür unser Integral die Reiiienentwickeiung 

r [1 + + / y^"^^' + / + ••••] 

und hier ist der Werth des ersten Integrales =r 2^, während die 

übrigen Integrale verschwinden.. 

Erleidet die Funktion F(re^*) innerhalb der Intervalle r =i q 
bis r — CX) und t ^ o h\a t — 2jt mehrere Unterbrechungen der 
Kontinuitüt etwa flür r = .... und i ziz t^, t^, ... so 

mnss man die Fälle ^ »• S o, p.> ^ ^ Pi > ^3 ^ »* ^ c>« 
etc'. unterscheiden und es müssen zur Bestimmung des in Rede 
stehenden Integralwerthes ebensoviel spezielle Substitutionen för r 
gemacht werden, als es solcher Fälle glebt, so dass im Allgemeinen 
das Integral auch ebensoviel verschiedene Werthe haben kann. 

Besondere Aufinerksamkeit verdient noch der Fall F(aB) 
also die Ermittelung des Werthes von 

(reti)-»' f(reti) dl C 



worin m als ganze positive Zahl vorausgesetzt wird. Nehmen wir 

an, dass /"(re**) beliebig viele Unterbrechungen der Kontinuität 
erleide« etwa iiir r = r^» r^t *•••* t t^, t^, ... und nennen wir 
Tq den kleinsten unter den Modnils Tg, etc., so würde man 
zunächst den FaU r ^ o zn unterscheiden haben und müsste 
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r =: o MtEen um den Werth von C m finden. Diera gibe aber unter 

dem Integralzeichen 00 f{o) und da dieser Ausdruck nichts 
bestimmtes sagt (indem f{o) zz, o sein kann) so transformiren wir 
erst das Integral. Bei partieller Integration Ist nnn 



und hiertUis lässt sich der Werth des in 18. verzeichneten Integrales 
diircfa die Substitutionen t :::z 2^, t ^ o und* nachberige Subtrak- 
tion ableiten, indem wir f(re^ als kontinuirlich voranssetsen. 
Diess giebt 

(re^iym f^^^i;^ _. _i_ I {r^i)-o»r~ii {re^^) dt 

Die voratebende Rednktlonsformel kann auf das Integral rechter 

Hand selbst wieder ange^vendet werden, indem man m — 1 för m 
und f(re^^) för f(re*^ setzt, wo nun f(re*^) kontinuirlich sein muss ; 
«0 wird dann 

(r^*)-i^D f(re^ dt =z — ^ | (r«*')-'*-» f"(uä) dt 



nochmalige Anwendung desselben Verfahrens glebt 

a 



X2n 4 n2n 
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Mali übersieht glekb den Fortgaitg dieser äkhiiiöse; die ietate 
Gleicfaung dieser Art wifrde sein 

J (re^y^fC^^ (r«'*) di =z y J f(^ir€*^ dt 

und tiie erlbidert die Kontinuität von f^^^ i^^^- Substituirt man 
jede Gleichung in die vorhergehende, so findet man ohne Mühe 

j%r- fire") ät = J % ire") dt 

Ist nun auch ff"'^(re^') stetig fiir r Vq und alle t von o bi« 2jr. 
so kann man den Werth des Integrales rechter Hand mitteist der 
Snbstitation r o finden, nSmlieh nach Nr. 13. 



X 



2n 

(re^ itt = 2« (o) 



und so ergiebt sieh der bemerkenswerthe Satz : wenn die Funktionen 
f(re^% f{T€^^), f*'{T€^ . . . f<*^(re^i) sammtlich icontinuirlich bleiben 
fifir f ^ fV» und alle t von 0 bis 23t, so ist 



Die Entwickelung des Theoremes von Mae Lmtrin und die 

Ermittelung der Determinationen, unter welchen dasselbe einzig 
und allein richtig bleibt, sind nichts als eine Anwendung der vorhin 
aufgestellten Fundamentalsätze. Nehmen wir einfoch 

F(ä) = ^^^^ - ^<°> , 
und denken uns a unter der ^ komplexen Form pe^' so ist 



Digitized by Google 



9S 



und hier könnte eine Diskontinuität auf zweierlei Weise eintreten, 
entweder indem der Nenner sein Vorzeichen wechselt, oder indem 
der Z&hler diskontinuirlich wird. Das Erste ist der Fall flir r = p» 

f — T, fuhrt aber keine nothwendige Diskontinuität herbei, weil 
sich dann auch der Zahler annuiürt und der ganze Ausdruck den 

Werth f*(a) . a ~ fige"^) ge^ annimmt; letzterer ist aber im 
Allgemeinen eine endliche Grösse, weil wir die wiUkühriiche 
Konstante a noch in der Gewalt haben und folglich dem g und t 

solche individuelle Werthe beilegen können, dass fige"^) ge^ 
endlich bleibt Dagegen tritt entschieden eine DtskontinultSt bei 
F{n^) ein, f{re*^ eine ünterbrechfing der Kontinuität erleidet 

und wir wollen annehmen, dass eine solche zimi ersten Maie für 
rz^Tf^ nnd t =: vorkomme. In diesem Falle ist das Theorem 13. 
anwendbar, sobald wir r Tq voraussetzen und wir haben jetzt 
wegen F{o) zu o. 



re*^ — g^ 



Bedehen wir die Integration einzeln auf den Minuenden und Sub- 

trabenden« so folgt unter der Rücksicht, dass fdge^) konstant ist 
In Beziehung auf die Integration 

m 

2ir 2« 

C— :^ nr^M^fi^e^^) f— g-Ä, ro>r 



IM0 Anwendung der Theoreme 16« und 17. giebt welter 

4 
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2« 



2« 



o 

Von diesen Formeln ist besonders die zweite von Interesse, weil 

« 

«ie zfägt, das« jede Funktion einer komplexen Veriable « =: 

in ein bestimmtes Integral verwandelt werden kann, so lange nSmlich 
der Modulus von a weniger beträgt, als der Moduhis desjenigen 
komplexe« Aigumenteis« für weiche f(se) xdm ersten Male diakentl- 
ttiürlteh wird. Schreiben wir die Clelchimg 21. In de? Peim 

2n 

md ««wMidelii 4m entm Faktor unter item htegnbeidm h 
eiae onendlidie IMhe, wm w^m 1 erhobt bt, ao Mgt 

2« 

oder indem man jedes einzelne Glied integrirt 

/^to«^) Are") + ^ V(re'») 

2« 
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Durch Anwendimg des Theoreme« 19. wird hierwM «nüf 

Bedingung, dass f(re^, f(X^*^> f*\re^ u. s. w. kontinuirlich bleiben 
innethalb der latjrwtt g rzno tABw^r^ und hm 1 33 2i|» 

und dies ist das Theorem von Mac Laurin in seiner Ausdehnung 
auf complexe Argumente. Ol» ÜMf^Mi 4mm«Umii «eist vieMlM^ 
dtMB ein Interrall r =z o hi$ r :=z gieht, innerhalb deaaen die 
Funictionen f(retd» fk^^^w f*^^ ^* stetig Meiiien« num mag t 
einen Werth geben waa man wiU und man kann daher folgende 

Man anehe diejenigi^n (feigen oder eomplexen) Werfhe 
Ton X auf, för welehe die Funktionen Z'C^)» 
f*[x), ... diskontinuirÜch werden und nenne ^0 das- 
jenige unter den ao erhaltenen Aigomenten» welches 
den ahaohit Ueinaten Hodolaa hat; die Gleichung 

gilt dann für alle deren Modulu« weniger als der 
Moduiua ¥on beträgt. 

Ueber die so gesteckten Gränzen hinaus gilt das Theorem von 
Jfoc Lnurin nichts weil dann alle die Sätze» auf denen die Ableitung 
desselben bemfate» ihre GflUi^eit y^eren, 

Ale Beispiel flir das obige Kritenhim nehmen wb 
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60 wM dann 

fix) = ^ , P*{x) =; , etc. 

wo man gleich übersieht, da*»» alle folgenden Diflferenzialquotienten 
Brüche aeln werden, welche ganze rationale algehraUiche Funktionen 

TBL ZSMem und Potenzen von V 1 -t' Nennern haben werden. 
Die Diskontinuität kann daher nur auf eine einzige Art, nämlich 
durch das Verschwinden des Nennen entstehen« Aas i'^x'^z^o 

folgt aber « =: + V ~ ^ d. h. = "j"« i "j- * 
»«»«{a;^ =: 1. Die Reihenentwickelung 

1/ ■ i A ■ öv ^ 1 - 1 . 3 ^'"^ 

% + V 1 + ^0 = y--2 y + 2:^y - ••• 

• 

gilt daher nur flir solche deren Modulus weniger als die Elnliflit 

beträgt. Wollte man sieb auf reelle x beschränken, so würde diese 
Bedingung in 1 ^ ^ — 1 übergehen. 
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hohen Allgemeinheit nnd ytelfiielieii Anwendharkeit 41« grUsste 
Beachtung verdient, und wenn man sie gleichwohl in keinem Lehr- 
bndie findet (selbst Lacroix und das mstfaematisclie Wörterbuch 
geben nur das Nothdtfrftigste), so mag der Grand dieser auffallenden 
Erscheinung in dem Umstände zu suchen sein, (1h88 man sich bisher 
4ber die Gfiitigkeitsbedingnngen der Biirmann'schen Reihe vDUIg 
Im IHmkeln befand, woraus natfirllch eine gewisse Unsieherheit b 
ihrer Anwendung entspringen musste. Es dürüte daher eine neue 
Bearbeitung dieses Gegenstandes nicht nur kein überflüssiges, 
sondern vielmehr ein vom jeixlgen Standpunkte der WiMensi^liaft 
gebotenes Unternehmen sein. 

Ms Bsdingungsn dsr Bs i hsiisn twinkslung . 

Wir setzen zunächst, vm .eine sprechendere Bezeichnung za 
haben» 

wobei überhaupt n so viel bedeutet wie 1 . 2 . 3 . . . it; wegen 
»> i = 9(0;) 

Ist dann auch, wenn wir statt [9(0:) J" kurz tp{xY schreiben 

Um zunllchst die Bedingungen kennen zu lernen, unter welches 
eine derartige Reihenentivickelung mSgÜeh und gOltig Ist, erinnern 

wir uns an die Determinationen , eiche man für das Theorem 
von Müc Laurin auigesteUt liat; diesen zufolge gilt eine Gleichnag 
wie 
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4) FW = 4) + ^ ^1« + ^ + ^ 

[4, = ^^«^(0)] 

nur in soweit, als die Funktion F(fy neb«t ihren Differeniial* 
qaotienten F*{€^, P**(t) eto. fUr Iwvipleze i endllcli ond stetig 

bleibt, d. h. bestimmter ausgedrückt: wenn eine der Funktionen 
F(t), F*it), F''(t) etc. diskontinuiriicb wird für einen spezieUen 
Werth von t, welcher t heissen mSge und Im Allgemeinen 

unter tier complexen Form v =: q(cos(o-^- V — i sino) enthalten 
ist, so gilt die Gleichung 4. fOr alle diejenigen t ^ 
r(eoiU V — ^ sinu), deren Moduli r der Ungleichung 

Q ^ r.^ o oder modx ^ moi2< ^ o 

Genüge leisten. Diese Bedingungen lassen sich leicht auf die 
Eptwickeluiig 1. übertragen, wenn mun dieselbe mit der Gleicbnng 4t 

zusammenhält, also 

«) m = A*) 

setzt, und die Differenzialquotienten von F{t) durch die Differenzial- 
quotienten von f(jB) ausdrfickt. Cs ist dann 

_ dF{f) _ df{x) _ dm dx__ dx 

^ ~ — "rfT dx ' di — ^ ^"^^ dt 

wo rechter Hand noch t wegzuschafen ist. Aus Nr. 2. folgt aber 
durch Differ^nziation 

6) 4t =: dx oder ^ rz: — 

und piitbin durch Substitution in dos Vorbergeiiende 
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Eine zweite Differenziatton in Beziehung auf t Befert 

i^ ' (0 = y ^ f dt 

P 

und weii der Werth von -jr- aus Nr. 6. bekannt ist 



8) if'W 



Weitere Diflferenziation in Beziehung auf / giebt nach einer kleinen 
Reduktion 



oder vermOge des Werthes von und geordnet 

93' (a:)* 

Es ist nicht nOthig, diese Rechnung, welche bald sehr verwickelt 
wird, weiter fortzusetzen, man übersieht bereits im Allgemeinen das 
Gesetz, wonach sieh die Anedracke filr P'(f), P'*(fi etc. 

gestalten; sSmmtHefae DilTerenzialqiiotienten sind uSmlich Brüche, 
in deren Zählern der Keihe nach die Funktionen f(x)^ 
f^*\x) etc. verbunden mit 9>^(«)» q>*\x)t < q/**(x) etc. vorkonamen; 
die Nenner werden durch die ungeraden Potenzen von q>'(x) gebildet 
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Die Kontinuität und Endlichkeit der Differenziatquotlenten Pit)» 
F'*(fi etc., Ton, welcher die Guitiglieit der Gleichung 4. ahhSng^ 
wffrde nun offenbar nicht vorhanden sein, wenn eine der Funktionen 
P'{x) etc. oder q>'{a;), (p'*{fc) etc. aufliörte endlich uud »tetig 
zu bieibeiiy wie man unmittelbar aua den Gleichungen 7., 8.» 9. 
ersieht, und wir mflsaen daher ala erste Bedingung die Stetigkeit 
und Endlichkeit sowohl der Funktionen f*{fc)y f**{^) etc. als der 
Funktionen ip*{at), fp**(x) etc, vorauaaetzen. Dieaa ist gerade die 
Bedingung, unter welcher jede der Funktionen f{x) und <p{x) fO» ' 
sicli allein in eine Potenzenreihe (d. h. in eine Reihe von der 
Form a -\' yx^ etc.) verwandelbar sein würde , wenig- 

stens Innerhalb gewisser Gr&nzen, und wir sprechen deshalb die 
erste der gefundenen Bedingungen lieber in dieser kürzereu 
Form aus. 

Die soeben aufgestellte Determination ist nun zwar nuthwenOig 
aber durchaus nicht hinreichend; denn setzen wir sie als erfüllt 
voraus, so sind wohl die Zähler der flir ^'(0 gleich- 

geltenden Brüche stetig und endlich, aber trotzdem können die 
Brüche «nendlicb und auch gleichzeitig diskontinttirlich werden, 
wenn nfimllch die Nenner In Null übergehen; dieser Fall tritt ein, 
sobald tp\x) verschwindet, also (p{jc) einen Maximal- oder Minimal- 
werth erreicht. Nehmen wir au, es werde ip\x) ^ q ftir ^ =: ^ 
wo nun I auch von komplexer Form sein kann, so ist « ^(D 
derjenige spezielle Werth t~cp{a), fiir welchen von P {t)^ P'iO etc. 
unendlich weiden^ indem sie den Nenner ^'(l) = ^ erhalten, so 
mnss Jetrt statt der früheren Bedingung modt ^ modt ^ o die 

4 

neue Bedingung 

modipiQ ^ modtp(x) ^ o 

gesetzt Wiarden, welche fllr aussehllesslieh reelle wie sie. bei 
der obigen Relhenentwtckdung gewühnllcb wn voikonmien, die 
etwas einfachere Form 

* 
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annimmt. Hieraus lassen sich die Gränzen iiir a: ieicht bestimmen, 
indem man nur die beiden Gleicbungen 

^(M) n: 0 und ^(ar) =:i ntodfpiiQ 

aufzulösen hat. Dabei ist noch Einea zu beachten; die frühere 
Bedingung modt ^ modi ^ o oder bei reeOen t, modt ^ t ^ o 

setat atiilschweigend voraus, dass modt voa Null verschieden sei 
und t von Null bis modt anwachse, es muss also auch die filr t 

gesetzte Funktion <p{pc) eine, vvenigjstens innerhalb de« Güitigkeits- 
intervalles zunehmende Funktion sein. Bezeichnen wir demnadi 
mit ä eine Wurzel der Gleichung (p{a') = o und mit 6 eine Wurzel 
der Gleicliung (pipc) — mod(p{^), so wird erfordert, dass q>(ß:) 
wachse, während des Intervalles x a hw x =: Fassen wir 
illeisi Bisherige Zttstonmeüi» so können wir folgende Regel aus- 
sprechen : 

Um die Gültigkeitsgranzeii lür die Reiheiientwickelimg 

1 1 

10> f(x) = Jo + ^ ^i9i^) + ^9(^>^ + 

teu sa tf mi tt e ln, besthnme man xuntehst diejenigen Werthe 

I \'on .r, füt weiche <p^(x) ^ o wird und löse darauf 
die Gleidiungen 

11) ip(x) o, q)(x) = mod<p{^) 

auf, deren Wurzeln beziehungsweise a und b heissea 
mdgen. Wenn nun q>(x) zuidmmt von x^ahis^^b, 
so gilt die obige Entwickelung unter der Determination 

b ^ X ^ Oy ^^tausgesetzt nodi, dass f(x) und g){x) 

Funktionen sind, von denen jede för sich innerhalb 

dieses Intervailes in eine Potenzenrethe verwandelbar 
sein würde« 
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Betör wir wtiler gehen, weHen wir erst «in Beispiel gebni 

es sei 

f{x) ^ Arcianx, ^{x) =: x{i 
so dass es sich also um die EntwickeluDg 

üfe) ArctanxrzA^-\^^A^ ar(l -f -|~ ^ 4i ;r'^ (1 -^«^4- — 

handeln würde £s ist dann fp\x) =: 1 -|- 3a;^ und ans o 
ergeben sich dann Ittr « die speziellen Werthe 

und durch Substitution in (p {x) wird jetzt 

^^^^ — V V 3/ 3 V 3 




mitbin 

Die Gleichungen 10. und 11. gestalten sich Jetzt wie folgt 

«(!+««)=: «(1 + «*) = =: 0.88490 ... 

Da wir uns auf reelle Werthe von x beschränken^ so können wir 
von diesen Gleichungen nur die reellen Wurzeln benutzen; es 
ergiebt »ich dann aus der ersten Gleichung .r ^ o und ms der 
jEvreiten x =0^4401 ... innerhalb dieser GrÄu^en weichst dÄe Ywakr 
Hon ^(i ™^ wflfdea auch Arctmx und -f- ^) 

«ich aUein in Poteasenseilna Y-emmndeJbar sew; die GAeichiiqg i2. 
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gilt daher flir 0,344 . , ^ x ^ o, ein Ree«ltat, welches wir 
nachher a pogUricri Terllixiren werden. 

Ans den vorhin ausgesprochenen Güitigkeltsbedingungen geht 

flbrigens hervor, das« es mehrere Intervalle geben kann, (ur welche 
die fragliche ReihenentwickeiuDg Bestand bat, sobald nämlich die 
Glelchnngen fp(x) =^ o und 9 (fr) = moil^d) mehrere reelie 
Wurzeln zulassen. Dann gehört aber auch zu jedem solchen Gül- 
tigkeitsintervalle eine besondere KoeAizientenbestimmung, wie der 
näciiste Paragraph «eigen wird. 

Nodk mdssen wir einer Ausnahme erwfihnen, welcher die 

allgemeine Regel unterworfen sein kann; wir haben nämlich still- 
schweigend vorausgesetzt, dass die Düferenzialquotienten Pify, 
P'(i^ etc. wirklidie nnd nicht nur scheinbar gebrochene Funktionen 
sind; Gndet aber der letztere Umstand statt, so kann natürlich 
von allen vorhergehenden Schlüssen nicht mehr die Rede sein und 
es hingt dann die Gültigkeit der Entwickelung von der spezIeUen 
Natur der Funktionen f(x) und q>{x) ab. Nehmen wir z. B. 
^(x) zz. ArctoHX, so dass es sich also um eine Entwickelung von 
der Form 

1 1 
f(x) =z Aq -^^ Ai Arctanx -|- A^Arc^tanx -f- . . . . 

handelt, so wird ip*(x) =: 1 : (1 -f *^^) ^ Nr. 7,, 8. etc. 

P(t) =1 fix) (1 -f x^) 

P^iti = (1 + x^)^ + 2xn^) (1 + afl) 

u. s. f. 

Man übersieht gleich, dass hier keine Nenner vorkommen, welche 
sich annniliren konnten und dass folglich die Funktionen P(t^ 

P'(i) etc. eben so lange stetig und endlich bleiben, als dies« mit 
fi^)» f'ip^) Fall Ist; jene Reifaenentwickelung gilt daher 
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unter denselben Bedingungen, unter welchen f(x) in eine Potenzen- 
reihe veni^andeibar ist 

Die bezeichnete Ausnahme findet übrigens bei allen Funktionen 
9(0;) statt, deren DifferenziaiquotieDt unter der Form steht: 

1 

worin i^(^) eine ganze rationale abgebraische Funktion x mid 

eine positive Zahl bezeichnet; näher Wisai sich die Natur dieser 
Fanktionen nicht angeben, weil das Integral, welches ^(x) bestimmen 
wfirde, sich allgemein nicht ausdrflclcen lüsst. Bei ganzen ^ flihrt 
€6 auf Logarithmen uiui Kreisbogen, ausserdem auf elliptische oder 
Abelscbe Transscendenten. 



§. 2. 

Die K.oef&»ieiitenb«itimmnng. 

Nachdem fUr alle möglichen Fälle die Bedingungen entwickelt 
aind, anter weldien die Gleichong 

A«) = ^ + p Afpip^) + ^ + •••• 

besteht, ist es nnn nnsere Anfj^abe, die bisher noch nicht hin- 
reichend bekannten Koctlizieuteu A^^, A^, ... zu bestimmen. ^ 
Der erste von ihnen findet sich leicht, denn setzt man filr x den 
speziellen Werth a, der ip(x) verschwinden macht, so wird 

13) 4,-A«) ' 

Auf ähnliche Weise konnte man die übrigen Koef&sienten bestimmen 
wollen, indem man sich erinnert, dass fiKr ip(x)=: t, A^) = '^(0 
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M; 0etet man «bli«r in den GleMvBgen 7.» 8. «le. xz:z:m, wodnieh 

iu der That t 9(0:) in iNull übergeht, so erhäh maa 

O. 8. W. 

Es würde aber nicht leicht sein, das Gesetz zu entdecken, nach 
welchem sich diese Ausdrücke bilden und wir mfissen daher, um 
zu einer independenten Koeffizientenbestimmung zu gelangen, einen 
anderen Weg einschlagen. Zu diesem Zwecke leiten wir erst eine 
Formel ab, welche nachher benutzt werden soll. 

Sei P eine Funktion, welche (ui x :zz a endlich bleibt und 
▼on weicher auch die Diiferenziaiquotienten dieselbe Eigenschaft 
besitzen, so hat man nach der bekannten Regel für die Differenziation 
der Produkte 



% 



ifcp* ^ ' rfaj* ■ * daß 



worin U^, k.^ etc. die Binomialkoeffizienten Vs^C^ — 0 
bezeichnen. Führen wir die einzelnen Differenziationen der Potenz 
{x — a)"* aus« so wird unter Gebrauch der belcannten Bezeiehniiii^ 

+ m(m—l)il:i(a?—a)"^. 

und hier unterscheiden wir die drei Fälle /r^m, knzmt 

indem wfar iit als ganze positiTe Zahl ansehen. Im ersten Falle 

bOrt die Reihe mit dem GUede 
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«•(m— 1) . . . (m — ifc — 1) it* (x — a)-^* P 
auf und alle Glieder enthalten Potenxen 

positive von Null verschiedene Exponenten besitzen j iur x ^ a 
▼eiachwi^det daher Allee nnd ee wM 

wobei der angehaageae Iiidez a bedeuten soll» daa« nach geechehener 
Differeniiatlon zz: a wn aetien lat. bn Falle m ^ k eind die 

beideü leUten Glieder der Reihe 14. 

flt(in^l) (m — ir=^)ifcA_i (X — o)» . JJP 



und wenn man jetzt o: a aetzt, ao verachwinden alle Crlieder 
mit Ananahme dea letsten; alao 

16> — = ü:(Ar— 1)-... 2 . 1 . P. 

iat endlich k ^ m, ao bricht die Reihe 14. mit folgenden swei 
Gliedern ab: 

m(m — 1) (m — ir^)/:»_j (a; — a)i . DP 



m(m — 1) ... (ifi — m— l)/lr^(ar — c)o. P 
imd es wird fUr = « 

If) {/>•[(«-«)•/']). = «(«-!) ...2.1. AwP. 

AUea zuaammengefaast giebt die Formel 

18) — a)«/»]]^ =: o, ftlr Ä < « 

6 
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Dieae einfiralbe Bi»|ehiiiig Itot shih hob «if f»igeiiiie Weise zvr 
Bestimmung der Koeflkienlen A In der Gleichimg 

1 i 
benutien. Wir mnltipllfflreii die mdwing mH 

wobei zur Abkürzung dient und schreiben jetzt die Gleidnnig 
In der Form 

f(a:) «• =; 4> + ^ - a) 0-^ - 

1 1 
+ (^^jTiy 4i+' v(^)+^-:|r^ 

♦ • 

+ 

Diese Gleichung werde n mal in. B|Bziehung auf x differenzirt und 
nach geschehener Differenziation a=:a gesetzt; es iJEsst sieh dm 
rechter Hand anf Jedes elnzehie GUed die Fqmiel 18i anwenden, 

indem man =: n und der Reibe nach 

m ^0, U 2» . . n — 1« H, n -|- 1» . . . 
P = ... Q, 1, . . , 

setzt. Dabei yerschwinden alle Glieder» fiir welche k ^ m, 

n kiel MCI als Zahlen aus der Keibe i, 2, ... in inf, wird; dle^ 
Fall tritt bei denjenigen Gliedern em« welche die Koeffizienten 
4i4.i> -4i+f ^ «nüialten und so Melbt 
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»1) = A {l^Q^\^ + n,A, jjD^i Q-^j^ + .... 

fiüt einer kieiiien Mo Hifikation iässt sich dasselbe Verfahren anwenden 
am eine ganz Slinliche Fonnel zu entwickeln, wekte «ieh von der 
vorstehenden mir dednrcb miterscheidet, das« rechter Hand in ihr 
An fehlt. Bezeichnen wir nämlich zur Ahkörzung DQ mit Q', so 
Uit durch MultIpUintton der Gleichung 19. mit m Q»'^ Q' 

r 

+ hA^ (z^ay Q' 
+ ...+ ^^^^(X'^ar''Q^Q' + ^An(x-^rg,(x)Q' 

* 

Differenzirt man (» — l)mal und eetsA dann x a, so kann 

wiederum die Formel 18. för A; =: n — 1 und 

tn z:z 0, i.f 2, ... n — 1, w, ... 

P— Q^^Q*, Q^ty, Or^Q*, • 

In Anapnicfa genommen werden; man 'erlifilt auf diese Welse 

> 

+ «(,1-1), il» 

... + n{n^i}^Ai^iQ'u 
Hier sieheM eile Gtteder reekter Huid nnter der aHgeoielAeft Fem 
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imd wmn man 1i«rilclcsiclitigt> dass 
mithin umgekehrt 

^ ^ n — 1> 

ist, 80 kann man dem allgemeinen Gliede in Nr. 22. folgende Fem 
ertheiien 



oder vermöge einer bekannten Eigenschaft der Binomialkoeffizienten 
und weil IM^ p-* D(Q^-P) =: D^-p{Q*'P) ist 

Die Reihe, von welcher in Nr. 22. das allgemeine Glied verzeichnet 
stand» erfa&lt jettt folgende Crestalt 

{D-< i/(«)n().-'()']j^ 

vnd wenn man sie Ton der Ghsichnng 21. anhtrahirt, so bleibt 
rechter Hand nnr nnA^ =: übrig. Demnach ist 

m 

wfks sich aber sehr zusammenziehen lässt; man hat nämlich 
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und foiglich durch Substitution in die Formel fär (Nr. 23.) 
d. i. Feimdge der Bedeutong von Q ans Nr. 20. 

wobei die angehangene Gleichung x=:a hedeuten soll, das« nach 
geschehener Differentiation — a zu setzen ist. Die hiermit 
gewonnene Fonnel glebt nun in der Thai die mdependente Koeffi- 
sienteBbeatininiiaig. 

Um die haaptaldilichsten Entwickelungaformeln beiaanuneD au 
haben, wollen wir tot den weiteren Konsequenzen» welche aus der 

Bürmann'schen Reihe gezogen werden können» die wichtigsten 
Spexialisirungen der Funirtion 9(0?) betrachten. 

« 

8. 3. 

nie ipsafaHshimgea 9>(#) ss mß + af), 

L Nehmen wir suerat fp(x) x(i x), so können wir 

0 — 0 setzen 4 weil (p(x) für diesen Werth von x verschwindet. 
Weiter ist nun fp*{x) =z i 2x i^d wenn dieser Ausdraclc =5 o 

gesetzt wird, so folgt x ^ ^ =: j-, femer z=z — "J" 

4 11 1 

-|- =r — "4 ^ "j^ieoMit 4: V — l«lnjr)alsdmoii|=:'j-; ans der 

Gleichung x(i x) ^ ergieht sich jetzt 
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und von diesen beiden Werthen, welche 6 haben kann, dflrfen wir 
nur den positiven Werth benutzen^ weil tp(x) nur wächst 

von ;i; = o bis =: (V 2 — 1), dagegen abnimmt von x ^ o 

bis =: — — ^ gelangen wir denn su dem Selse: 

VVeim iüe Funktion f {x) innerhalb der Gränzen x zz:.o bis 
X (V 2 — 1 j In eine Potensenieilie verwandeHiar 
tot; M gilt inneiliAlb dleeee Intetvallee die Kotwickehng 

mid fai ihr werden die Koeffislenten , durch die Fonneh 
beetinunt 

»•) ^ = m 

Wendet man die bekannte Regel fiir die Differenziation eines 
Produktes auf den Differenziaiquotienten 

tok, so tndet man ohne Mühe 

was in dem Falle bequem Ist, wo sieb die DilferenzialqaotlenteD 
von f(x) unmittelbar leicht angeben lassen. 
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Um ein Beispiei zu haben sei f{x) — (1 -f- # kann 
man f(x) innerhalb der Giiaien » zz = (V 2 — 1) nadk 

dem Binomialtiieorenie in eine Petenxenreihe Terwandeln und daher 

ist in unserem Falle die EntwickeliHig ohne fernere Einschränkung 
^aht; man hat nach Nr. 26. 

« 

= — 1) (^* — « — 2) (fi — 2ft-f 1) 

nad folglieh, wenn man die letalere Formel fllr iir:2» 3» 4 ... 

in Anwendung bringt^ 

Dass in der That tiie Gültij[?keit dieser Fonnel sich nicht über die 
angegeben^ Glänzen hinana erstreckt, ist Leicht m pwteriori 
efaixnaehen; heaelehnen wir nimlieh die Reihenglieder mit «q» %^ 
...» so ist 

i^Mj _ 6»-2t.) Of-2..— 1) 
^ - (^_„_i) („4-1) 
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Zur KoiiTergenz der Reihe ist eher aothwendigj daes der abeokite 
Werth dieser Idmei weniger ais die Einheit hetnge und man hat 
daher 



woraus wie früher a; (V 2 — ^ 1) folgt. - 

Da nicht nur x zzz o, sondern auch — 1 eine Wonel 

der Gleichung -|* ^) = ^ ist, so darf man an: — i nehmen, 

um auf diese Weise zu einer zweiten Ueiheuentwickelung zu 

1 

gelangen. Nun war ö — "ö" (4" V 2 — 1) und jetzt können wir 
von diesen Werthen nur den negativen gebrauchen, weil ar(l -|- ^) 
innerhalb des IntervaUes ^ — > 1 bis a=z^(\^2'—i) abnehmen 

würde« dagegen zunimmt von :pz^ — 1 bisd;=: ^ (V 2 -f> 1) 

wie man aus dem Diöerenziaiquotienten der Funktion sogielch 



ersieht« Unter der Bedingung, dass x iwischen den Gränaen — 1 
und — ^(V^ + ^) liege, ist jetzt fiir a =: — 1 nach U. 



Man gewinnt jedoch nichts Neues durch diese Entwickeiung ; dorn 



1 

^(1 + ^) < -j- 



1 




setit man x 




liegt« so ergiebt sich < 
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md WM» »Ml f(^i^M) =: F(%) ab» 1 — s) =7 F^(») 
setzt, so komiDt man völlig auf die früliere Entwtckelung a;urfick. 

XL Machen wir di^ (eiQere Anuabme 92(0:) z=: x(i — x)^ 
konneii wir »mSehst zrz a zz: o aetven, weil ip*(x) filr dleaen 
Werth verscliwindet; welter Ist ^'(^) =z 1 — 2x, hleraiia findet 

«dl iC=;|^-^9 9(D=^-j- also andi madq>{^) ^-j- wd 6 wird 

1 

dann mit | identisch zi: , Da 9(0?) wächst von ;p = o bis 
X ^ so gieht dies« die iüintwickeiiingaloriaei: 

Wenn die Funktion f(x) innerhalb der Grinsen m z=: m 

1 

bis d$ =: ^ in eine Potenzenrellie verwandelbar Is^ 
•o gilt inneilialb desselben Inlervalles die GMchnng 

»Ä> f(^) 4> + -p A + Y 4i«*(t— + - 

worin die Koeflizienten A mittelst der Fonneln bestimmt 
werden: 

^ Ui— *)-Jft=« 

Ffilurt MMi (Ue aagedeutete Differenidatf«!! ms, so Ut Mch 
SO) 4.=: 

7 
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Man loain gerade bei der Glelehnng 28. sehr leicht a poiierUni 
den NachweUi liefern, daaa sie fiber hinaus entschieden 

nnrichtig wird. IMe FuniLtionen x(i — x) bleibt n&mllch dieselbe, 

1 1 
wenn man erst a =: ^ x and dann x =z ^ z setst; es 

müsste also auch die linke Seite der Gleichung 2b. dieselbe Eigenschaft 

1 1 

besitzen, d. h. /(-j- — i) =^ ^^'2 ^ *^ WüUcühr- 
iichkeit der Funktion / eine Absurdität ist. 

Die Theoreme 25. und 28. lassen sich Übrigens in einem 

einzigen Satz zusammenfassen; venvandelt man nämlich uach dem 
ersten eine Funktion F{x) in eine Keihe von der Form 

nnd nach dem sweiten eine Funktion f(ic) = F( — x) in eine 
Reihe von der Form 

« 

4 

SO findet man Ä„ ( — 1)**-^,, und erhält so die Gleichungen 

F(-X) == 4» — p4,;c(l--«j) -f — 

von welchen die erste von ^ — o bis = -i- ( V 2 — 1) und die 

1 

■weite Ton x o bim x :=:: gilt. Da nun die aweite Gielehung 

aus der ersten entspringt, wenn x negativ genommen wird, ao 
haben wir jetzt das Theorem: 
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LiMt «ieh die Funktion F{x) innerhalb der GfSnxen 

in eine Potenzenreihe verwandeln» so ist unter derselben 
Beschränkung 

i'(«)=4,+ +«)« + . . . 

Beiepieie hierzo wird man eich leicht In beliebiger Menge verechaffen 
kOnnen» da die Koe^lizlellten hier fast immer sehr leicht entwickelbar 

sind. 

Mo 0pealallslnmg«a fp{9)^wx(^ ^ »). 
L Nehmen wir zuerst 

so wird fp'(x) =z 1 : (l-f-^)^ und wir kommen daher auf einen 
der am Ende von §. 1. bemerkten Ausnahmefalle; versuchen wir 

sc 

nämlich die in Beziehung auf i ^ ^ als unabhängige Variable 

genommeneu Differenzialquotienten von f{x) oder F(Q xu enti^ickeln^ 
se Ist snfolge der Formeln 7.« 8. etc. 

M> F"«) = /"(«) (1 +«)♦ + ifi») (i +«)» 

u. s. w. 

wo man gleich übersieht« dass 4er Eintritt einer Diskontinuität nur 

* 
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▼on dfef f^tttr ^9 f^is) vfid ^()in6t DItRBücttilalilMitilwUMi abhängt. 

Der kürzeste ^^ eg, der hier zur Kenrntnisa der Gr&nzeu von x 
Ohrt» besteht darin, das« män 

M> nathu « = 

^etzt und iti jedem speziettan Falle aubmitteit, unter welchen 
Bedingongen Gleichung 

«4) f(Y—^ = 4) + yA< + + ^^«' + 

gültig bleibt und nachher die för t gewonnenen Gränzen mitteist 
der Substitution i x i (i-^x) auf x fibertxägt. • Unter den so 
gefimdenen Betennniationen gilt dann die Formel 

95) fix)^A, + ^A(^J + ^A.(^J+ 

wobei man ftr alith «dkrelben tkann 

mr) -/w(o)^-(«-i).„,/^i^<o)+(7i— i)<»-^'2).f^,/^ 

^_ („_2) (ii~3) . n^r--^J{o) + . . . . 

IKe spetfeüen FMIto ^ mid r:: /<i4-^ 

sehr bekannt; man liiidet, dass ^ie Gkichwug 34. für jedes ädit 
gebrochene t gilt und dass mithin dem x der älpielraum von x:^o 
bis = 00 offen steht, weil fp{x) x x (1^^) wahrend dieses 
Intervalles :»inbmiit tind ereft für ^ =r oD de* Cr g m wmlh 1 erkoigt» 
weicher dem t -^z x \ {i ■\- x) auferlegt war. Um ein weiteres» 
nicht so gewöhnliches Beispiel zu haben» sei f(x) = AreUmx\ es 
taiMl «Hft -dimik Mtcfasl um Ae CNdligMt 4nt iGtoMmig M. 
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«8> Jlre*« j~ =: 4, + * + ^ + .... 

Hfer wwd die Funktion linker Hand diskontinuirlich an der Stelie 
1=: dena «etat maa erst i i — d und oftchker I =: 1 -1- 
worin d und s swei bU snr Null abnehmende positive Zahlen aind, 

80 geht im ersten Falle die Funktion Qber in 

Ardm ^ ^ =: Areian('^-o:>) = + y 
dagegen giebt sie bei der zweiten (Substitution 

Aretan ^ Arctan( — oo) =: — 

d« h. an der Stelle t ^ i springt die Funktion von nach 

— über. Es muss daber ^ 1 sein» wenn die Entwickelung 38. 
gelten soll. Ilan liat nim weiter 

t 1 1 



I 2— 4< 



n. s. w. 



Auch in diesen Differenzlaiquotienten kann eine Unterbrechung der 
Koatinoltät eintreten, wenn niimlich 1 — 2< -f 2l* = 0 wird» 
woraus folgt 



1 

es muss abo mt&di ^ "ftmi wir iibs auf reelle I 
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1 , . . . 1 



t < d. I. t < y V 2 sein. Die beiden so 

1 

gefundenen Bedingungen < 1 und t ^\^2 sind aber nur 

* • 

dann gleichaeifig erfüllt, wenn man die letztere Bedingung als die 

1 

engere beibebftit und so gilt dann die Gleicbung för ^ ^ ^ 

FAr t X i (l-f*^) hieraus 

Arctana: = ^ + (rfi) + W"^ (rf^) + 

Die Koeffizlentenbestinunung geschieht leicht nach Nr. 36.« nSmUcb 

Verwandelt man hier den Quotienten (1 -|- : (1 -|- a^) in eine 
nach Potenaen von x fortgehende Reihe (was filr ^ ^ 1 erlaubt 

ist), so findet man ohne Muhe 



4i = («— ly [«1 — «a + — 



Man findet jetzt« indem man n zz: 1, 2, 3 , ... setzt 
,2'/ a: V 2«/ a; V, 2»/ x \"> 
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wobei in dw entat Reihe daa VoneideB tob Paar zn Paar in 
der zweiten ron GUed zu GHed wedweli; die GolfigkeUibeiUngung ief 

Auch hier kann man sich leicht a posteriori von der Richtigkeit 
dieser Determination überzeugen; in der ersten Reihe von Nr. 49. 
lAeit sidi der Qaotient zweier benachbarten Glieder» seinem 

aliisüJuten Werthe nach, der Gränze 

* 

und in der zweiten Reihe der Gränze 

Damit mm die Reiben konverglren» Ist notiiwendig, dass gleichzeitig 

sei, woraus man wieder a; ^ -j- (V 2 -|- 1) ündet. 

n. Auf ähnliche Weise Hesse sich die Enbvickelung von f(a;) 
tat den Fall ^(ar) i:=za : (i — x) bewerkstelligen, man gelangt 
aber ktirzer dazu, wenn man in der analog zn Nr. 35. gebildeten 

Gleichung 

F(,) =:J. + ^A (rfij jrf^r + • • • 

or : (1 — 2 an) an die Stelle von x treten lässt, wodurch sie in 
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Ü^eigekt; die letstere GMchnng gilt nun 

d. h. von :zz o bis j; . 



26 -fl 



wenn die erste Gleidiiing wom x z=i o bie a =: A ricbtig war. 
Sdifelben wir im cnten Falle f ßbt F waA im mveitoi f(x) Or 

f|j-^2^|, ao ergiebt sich der Satx: 
Wenn die Rdlienentwlckelnng 

4i> m = 4, + ^ ^. \^\ + i ^ |rf^r+- 

von o bis x b gilt, so bleibt die Eiitwickelung 

4») A*)=4> + 1^. Ir^j lr^r+- 

richtig innerhalb der Gränzen x o bis ^ 6 : 

(2» + 1). . 

Dabei ist im ietzteren Falle 

== (o) — (n — 1) . f(^-^ (o) + (»—!) {« — 2) . fij f(^-^i (o) ... 

Alan wird übrigens leicht übersehen, dass die Entwickelung von 
F{x) nach Nr. 31. und von F(— nach Nr. 42. auf aw« 
Resultate führt, welche fibereinstimmen, indem das zweite Resultat 
mit demjenigen identisch wird, was man aus der ersten Gleichung 
erhält^ wenn x &s x gesetzt whrd. Man kann daher die 
Fonneb 41* und 42. «nsammenfasseo und «war auf folgende Weise: 
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Weon die 'Rdhenentwickelung 

innerhalb der Grenzen t ^ — t gAt, so ist 

45) = A + r^^iT^I +i^lrF^r+ •- 



und dabei werden die KoefBxlenten A nach der Foiniel36. 

oder 37. bestimmt. 



Me 0p«ii«Uiinm(eii q>Cs) ss x(i -f x^J und 9> es ;r : (1 4- 

I. Nehmen wir zunächst tp(ai) — ir(l -f a:*), go wird ^'(x) 
=: 1 4* 3«^» ans der Gleichung ip'(x) 0 ergeben sich die 
speziellen Wertfae 



und hieraus folgt weiter 



3V3 

mithin 



6 
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Die Gleichungen qp(ar) == o und tp{x) modfp(ll^^ ans welchem 
die Gränzwerthe — a und =: 6 zu bestimmen sind, werden 
jetsst 

und hiervon sind die reellen Wurzeln 

xzziazi^OpX^bzi: 0,34401 . . • • 

Da innerhalb dieser Grunzen die Funktion fp(a;) z=z x(i x^) 
beständig wacbat« so erhallen whr naeh den Bestimmungen des 

§. 1. Iblj^eiules Theorem: 

Wenn sich die Funktion f(x) innerhalb der Gränzen ^ z= 0 
bis X == 0,34401 ... In eine Potenzenreihe verwandeln 
iässt, so gilt iür dasselbe Intervaii die Formel 

46) /(«) = 4» + -p ^1 *a + + + + • . 

Der Koeffizient Uisst sich In noch entwickelterer Form angeben, 
wenn inan 

(1 4- ar«)» - ^ 1 + 1 . 2 

setzt und darauf die Kegel fiir die Differenziation der Produkte in 
Anwendung bringt; man findet ohne Mfihe 

■ 

^ (n-f l)n(ii~l) ...(n--4) ff^^^y 
1*2 

worin das Fortschrittsgesetz klar sefai wird* 
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In den einlacheii Falle /(«r) =r Arekmx kaim die Pomel 47. 

unmittelbar benutzt werden; mau erbält 

und bei vvUiger Entwickelung» wenn man getade und nngerade n 
\, A^ziz 9 gerade », dagegen 



,-,(«+!) ('• + 2)... + 

= (-l)-r jj— j — i_ .i.2.3...(ii-l) 

1*2 ••• ~ A 



für ungerade n; setzt man iiocb 7iz:^2A'-|- 1, «»o Ut da« allgemeine 
Glied der Keibe 46. 

_ . 4 (2ifc + 2)(2i^ + 3) ... (3ifc+i) ar^*-<-^(14-ary*4-< 

— ^""^^ TTTTäTTi • 2i4T 

Für ^ =: o».d. h. » 1, kann man diese Fonnel nicbt gebranchei^ 

dann giebt die Fonnel 47. unmittelbar A^^ :=z i. Da endlich' 
ÄrcUmx innerhalb der Gränzen ;r 0 bis :r 0,34401 .... In 
eine Potenzenreihe verwandelbar Ist, so haben wir unter dieser 
Determination: 

5i> Jrcu^.=..^i^.^-\'2^^^\:^t^£l 



8.9. iOj?^(l-f 1 
""1.2.2 .7 "** 



Die Gleichung gilt übrigens auch ISr negative x, well hdde Selten 
gemeinschaftlich die Eigenschaft f{— x) = — fix) besitzen und 
daher Ist jetzt 

0,34401 . . . > o: > — 0.33401 
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das YoUstibidlge intertaU der Gültigkett Um dies aiicli a potieHori 
nachsaweisen, bemerken wir, da»8 vor dem in Nr. 50. \ erzeichneten 
tiliede der Reihe das nachstehende 

^ ^ 1.2... (A— 1) ZÄ^IT 

vorhergeht; der Quotient beider ist» abgesehen Tom Yorseiehen 

k (2it) (2* + 1) 2ifc+l + 

nnd damit die Reihe konvergire, darf der Grfinzwerfh hierron die 

Einheit nicht übersteigen. Diess gicbt die Bedingung 

J + < 1 oder «(1 + ««) < ■ 

woraus man wie frfiher x < 0,34401 . . . findet Mit Hölfe des 
Raabe'schen Thcoremes, wonach die Reibe u^, Ui, u^, etc. 
konvei^rtj wenn die Ungleichung 



statt findet, erkennt man leicht, dass die in Rede stehende Reihe 
auch noch fiir 07 = 0,34401 ... konyerglrt, also die Gleichung 51. 
auch noeh an den OrSnzen des Intervalles richtig bleibt; darüber 
hinaus wird sie entschieden unrichtig. 

IL Bs sei nun zweitens 

so hat die Gleichung q>Qe)z=:o die beiden reellen Wurzehi x=^a 
und « =: 00, wovon wir nur die erste brauchen können, weil sonst 
das Galtigkeitsintervall för die beabsichtigte Reihenentwickelung 
ins Unendliche fiele. Die Gleichung tp*(ge) z=z o wird jetzt 
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(1 + x^y^ " ^ 

mid diess giebt filr =z £ zwei Weiihe { =: 1 und | = oo. 
Diese sind, weil reell ausfallt j zugleich die Werthe von b\ 
^ nmi ipipd^ was von =: 0 bis « =:: i wichst , nachher aber 
▼on :r =z: 1 bis ^ =:: 00 abnimmt, so müssen wir das Gültigiceits- 
Intervall auf ^ 0 bld x =. i beschrönken. Diess giebt den 
Satz: 

_ 

Wönn die Fnnlrfion f{x) innerhalb der OrSnzen 0 bis 

a: =: i in eine Potenzenreihe verwandelbar ist, so gilt 
unter derselben Detennination die Entwickeiung 

^zy ax) ^A + ^A, j j ^^A^ + . . . 

53) A =: Ao), 4i = l^-^ ja +^T/'(^4,^^ 

Weiter entwickelt ist der Koeffizient 

+ («-l)(«-2)(it-3)«,/'ii-*(o) 

+ («-IX«-. 2) (»-.ö)«,/r--<y(o) + 

Will man sich a pogieriori ttbenBeugen, dass die obige Entwickeiung 
nicht aber xzzii hinaus richtig ist, obwohl die Reihe fanmer nodi 

1 ' 

konvergirt, so setze man elniOal x %9 das andere Mal « =s — ; 
die Reihe bleibt dann dieselbe und folglMi mllsste allgemein 
f{i^^f{^^ sein. — Ftir f{x)z=:^ hat man z. B. sehr -einfiuA 

$5) A = a« + (»— !).«! «"-^ + (ii—l) («—2) («-3) . «ao— ^ 

+ («— 1)(«— 2) ... («—5) . «.«"-^^ -t ... 

I 
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und filr die so bestimmten Werihe ist innerhalb der Gtinzen 



J. 6. 

l>ie Spesialisirungen ^(sj = sin Je und <p(jej 2 cosjp, 

L Die FudIlüou ^{jc) = $inx aimuUirt sich ilir imendlidi 
viele Wertfie Ton dr, welche anter der Form a = msr, wo m eine 

ganze Zahl bedeutet, enthalten sind. Nehmen wir vorerst eiiiXacb 
n» =x o also ü =z o, so gilt die Reihenentn-ickelung 

69) fiofi^^Jii't-Y^i*^^^ ^^'^^^'^W'^'^*^ 



so lange bis sSnxp stets wachsend, sein Maximum erreicht» also 
bis X = -j- . Dass In der That fiber hinaus die Gleichung 56. 
SU bestehen aufbort, erkennt man leicht, wenn für x einmal 
— X und das andere Mai * gesetzt mrd, die Reihe 

behält in beiden Fällen denselben Werth, aber es ist nicht allgemein 
"I" *J ^ — *J • Koefluienteubestimmung 

dienen die Formeln: 

58) 4, = Ao) . ^ = ^. \\£^]'f' 

wobei die aiigeileutetc Differenziaiion sich zwar in jedem speziellen 
Falle (n =: 1, 2, 3 . . .) ohne Schwierigkeit ausfilhreii aber dnrdi 
keine independenten Formeln näher angeben läset; 
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Auf IhnKclie* WeU« faum man die Gültigkeit der Reibe 56. 

för noch andere Intervalle nebst der zogeborigen Koeffizienten- 
bestiDmiiiiig zeigen > l^arzer aber l^onunt man auf folgendem Wege 
zum Ziele. In Nr. 57. «ei f{x) =3 F{km ^ ^^ne f^mne 

positive oder negative Zahl und F eine neue Funktion bezeichnet, 

so gilt nach Nr. 57. för -j- ^ ar ^ o d. h. för 

-f" *5" ^ + ^ ^ 

Die Reihenentwicl^elmig 

1 1 

ftO^ F(ÄrÄ-|-ar) \ -^lÄ^sinx -f- -^^«V^a: -J" 

dabei ist nach Mr. 58. 

Setzen wir nun in den nenen Formeln Uic '\- x z=z i, also 
X = % — kx» so folgt im^p =: coshimz z=z ( — l/«nz und 

■F(z) = F{k7t) + + <:^)!!^«««x + ... 

Hier eei sur Abldlrzimg 

also ^ ( — SO ergiebt sich aus der vorhergehenden 
Beihe 

=: F(Ä8r)+ 1 Q ffi»* + y QiÄi»« + .... 
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and sie gilt von x =: kjt an bis z /r;r -|~ '2'' •^<:breiben wir 

endlich der Syimiietrie wegen f, A und a: (ät F, C und z, so 
gelangen wir su dem Satze: 

Wenn die Funiction f(w) innerhalb der Grfinzen x =: k^t 
bis X =^ (/: -|"~^)^' ^ ^"^^ ganze Zahl, in eine 

Potcnzeiireihe verwandelbar ist, so gilt (lir dieses 
Intervall auch die Entwickelvng 

60) f(s) =: f(Ux) + ^ A tinx + ^A^ sin^x 

1 

^ — A^dn^X + 



deren KoeÜlzienten nach der Formel 

ZU bestimmen sind. 

Eine nicht uninteressante Substitution fSr f{x) wäre hier 
z. B. =: >Si(x)» wobei Siifl) der Integralsinus von x\ d, b* die 
Summe der Reihe 

1 ^ i. ?! ■ A ^ 

beaceicfanet. Es wird dann f'iali und also 

Si(x)=:iSi(ix) + + i 

1 

0? — k 
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wdche Fonnelii dasn dienen kOnnteh im alis 8kam eines 
xwfUukea km nnd (k 4- enttialtenen Afgnnentes onmittellHir 
#Mi llit^gMdsImi« dtaeliito ku ber€ehneli* 

IL IHe Entwidcelong nach Potenxen des Coeimu iSest sieh 

als eine ein&clie Folge von den so eben aufgestellten Formeln 

MnbfebMU. Sto«li iHr iOMdk iA fUt. 60. f(±) =i F(x -f ^ ), 
so Ut für -f" y^)« >• ^ Xc« 



und wenn x z:i x ^ genommen wird, so ist filr (A: -|- 

m 

4i = (-l)«/>-' 



N COSZ ^ J[*— (A: 4- — )«] 



B(teelciill«n xmr Attütttfiig wie folgt. 



V CM> / [i=(*+-j-)«] 



•o wird il« = ( — 1)*^ ■ und wb haben jettt nach dem VoAer< 
gehendes 

9 
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Der Oleich föimigkeit wegen schreiben wir wieder f und x fiir 
F und X, und lassen die Accente an den Koeffizienten weg; so geiangeB 
wir zu dem Snize: 

Wenn die Faniction f(x) innerhalb der (»ranzen x = 

-| — bis X =: (k wo k eine ganze Zahl, 

in eine Potenzenreihe verwandeibar ist, so gilt för 
dieses Intervall aaeh die Entwickelung 

deren Koeffizienten durch die Formel 

6S) 4. |(!zf!±i!!.) , 

^ eo9x, / ][^=(^4"2'M 
bestimmt werden. 



Von dieser Formel Hesse sich übnlich wie vorbin eine 
Anwendung machen, am ans dem Cosinns eines Argumentes den 

Integralcosinus desselben Argumentes abzuleiten« wobei unter dem 
Integralcosinus [Gt(a;)] die Summe der Reihe 

04772156 ... + _ i- J + l J - ... 

verstanden wird; es ist dann dCi(i^ = dx. 
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8. 7. 

Bie gpmialiginmg ^(x) =: Ardtmm, 

Der Fall ff{x) z=z Are tan x bietet wieder die Eigeuthumlicbkeit 
dar, das« 

eine gebrochene aiigebrai.stlie Funktion mit konstantem Zähler 
bildet» so das« also hictr die /icbon beriibrte AuaBabme von dea 
allgeiaemen Regehi statt findet Wena nun aber 

1 1 
f(x) =: 4o 4' ^T^ctanic -f* ^ Arc^tuna: -|- .... 

sein äoW, so folgt umgekehrt fiir Arcianx — t 

fiUmti = 4. + -p^i* + y + 

und es ist sehr leicht zu sehen, wie weit diese £ntwickelung 
gelten wird. Es ist nXmlich 

dt €o$H • 

■ 

tt. s. f. 

Die Ausdrücke rechter Hand können nna anf doppelte Weise 
eine Unteibrecbmig der Kontinnitftt erleiden, entweder indem der 

iSenner verschwindet, oder indem eine der einzelnen Funktionen 
/'(teuf), f**(taHt) .... diskontinuirlicb wird. Schliessen wir den 

ersten Fall aus, indem wir ^ >> t setzen, so bleibt nur noch der 

zweite Fall übrig; wenn nun t (oder der Modulus von t) das 
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, Intervall von MuU bis in die Nacbbarschaft von I dnrchlftnil, so 
verSndert sich Umt^ das Argument der Funktionen f(tani^, f*(tan(), 
f**{iani) etc., von 0 bis QD und daher bleiben diese Funktionen 
stetii;^ mrenn die Funktionen f(x)f f*(^)» f*'(a) etc, von ;r = o 
bis J? = OD oder modx =: o bis modx ^ Qo ebenfalls kontinufarHch 
ßind. Da unter der letzteren Bedingung f{x) in eine Potenzenreibe 
verwandelbar ist, so baben w» znnäcbst üen Satz: die Reihe 64. 

gU^ ^r ^ t > o, sobald f(^) inn^rbalb der Gr^en X ^ o 

bis =: 00 eines Poteniienreihe gleich ist. Durch Rückkehr sub 
Froheren ergiebt sieh daraos welter das Theorein» 

Weiin die Funl^tiom fifn) fiir je4es positive x einer Potensen- 
reihe gleiehgltt, so ist ebenfalls filr jedes positiTe x 

1 1 
64> + £F^i Arct€aia:-{'^A^Arc^tanx + . . 

worin die h^oe^zienten mittelst der Formel 

zu bestimmen sind. 

Es versteht sich von selbst, ilass die Gültigkeit der Entwickelung 64. 
in demselben Maasse beiiphr^l^t wird^ ^s diess mit fler Verwandlung 
▼on f(x) in eine Potenseiireihe der Fall Ist; gilt z, B. die letztere 
Verwandlung nur etwa für « >. >► o, so unterliegt anch jdie 

Formel 64. derselben Bescfarftnkung. 

Wpllte mm 4ie KoeffisientenhestimmuBg ^acb Formel 65. 
ausfuhren, sp würde mau immer auf sehr verwickelte DlffereazialimM 
Stessen nod. es ist d^ nicht ab««4^iss^« einep. iHwIem Wsg^ mv 
Entwiekeinng derselben ansodenten. Da die Funktion f{x) der 
Voraussetzung nach in eine Potenzenreibe vemandeibar sein muss, 
S^ habe« wir 
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III 
6«> A*) == «k» + + + + 

und bekannttteh :i= fW» ^ f'io)» =: f"(o) o. s. 
Nim ist weiter nach einer beicannten Farmel Bir ^ ^ ic ^ ^ 

1 2 17 62 

oder fiir tf = iir<;^fft;]; 

1 2 
"3 15 

Hieraus ergiebt sieh durdi beiderseitige DiiTereiiräatioD, MultipÜlcatlon 
mit 1 -l" nacbherige Subtraktion der Einheit 

2 17 

+ + 

Weitere DiiTerenaiatioii, Dlrision mit 2 n«d Muiti^ltetifm mit 
1 + a:« giebt 

4 17 
j£ + X* =: Aretmx -;rJre*ianx A- —Are^ianx 
■ "3 "15 

+ + 

nnd durch Subtraktion von Nr. 67. wird hiemns 

231 



Fernere DifferenaiaHon» Division mit 3, MultipiUmtion mit i x* 
md Snbtnktton son Na. 68. giobt 
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4 

f 9^ = Än^Umx -Y- ^Tc^ ton^ -f* 

Man flbemielit auf der Stelle den Fortgang dieser gana elnfönnigen 

Reehiuing; aub^titulrt man die für a:^, x^, etc. gefundeneu 
Reihen in die Gleichnng 66,, so wird jetzt 

1(1 2 k 

/(or) Oo -jr -p ^Arctanx-i--^Arc^Umx-\-—Arc^tanx + •.. | 

i i 2 17 \ 

-p- Oj Mrc^toMo: -|- -^-^rc^teiwj -f - — -^rc^/ima: -|- • j 

+ • 

t^ukaid man hier Alles nach Potenzen vou Arctanx geordnet hat, 
|st es leicht, eine Vergleichung mit Nr. 64, vorsunehmen; die 
hieraus mitepringenden Werthe von A^^, A^, .1.^ ete. sind: 

A^ ziz SvL^ 

A^ 16ai -|- 20ay -f" ^ 

4» = 136a. -I- 40a(4 -f 

Af — 272a^ -|- GiGa^ -j- 70«^ -J" ^ 

A^ == 3968fl2 + 2016«4 + H««* + 

A^ ■=: 7936«! -|- 28160a, -f 5376aa 168ar -f 

= 17Gb9öa» + 106720 + 10528«. + 24üa« -J- a^^ 



Nehmen wir beispielweia f(x) =: li(e^ d. h. gleich 
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0.5772156 + i. + I * + 4- 5 + + 



welche Reihe immer konvergirt^ so findet sich för jedes positive x 
=: 0,6772156 + y l{ß^ 

+ y— p— + y — ji — 

- 7 ArcHanx . 1 Arc*t<mx 
m 3* ■ 274 ? 

. 343 Arc^tanx . 3752 Arc^tanx 

173:5 y 274^5 s^' 



Für U{e~^) findet man eine Reibe, welche aus denselben Gliedern 
besteht, nur dass die Glieder ungerader Nummer n^ativ werden; 
man kann daher auch sns^cn, dass die vorstehende £ntwickelung 
för jedes reelle x Gültigkeit besitze. 

Eben so leicht würde es sein, Reihen iur C«(a;), Si{x) und 
transscendente Funktionen abzuleiten; jene enthält nur gerade, 

diese nur iinjjerade Potenzen von Arctnnx\ beide gelten für jeden 
reellen Werth von x. 



§. 8. 

Die Spesialisimng fp(x) = jt«"'. 

Wir haben bisher meistentheils solche Spezialisiningen von q>{x) 
betrachtet, bei denen eine ünikehrung der Funktion q>{x) möglich 
war, d. h. bei denen ans der Gleichung tpiss) — t die umgekehrte 
Gleichung etwa ^=:^(f) abgeleitet werden konnte; in allen diesen 
Fällen liesse sich die £ntwickelung 
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III 
fix) =;4» + |T^iv(«)^ + y ^g>(^)* + + 

auf die folgende 

> 

also im Giunde auf das Theorem von Mac Laurin zurfickfiihren, 
wiewohl die höheren DifferenziaiquotieBteR von f\i^{t)\ in aligemeiDen 
Foimelii nielit leicht entwickelbar sein wfitden. We&n dagegen die 
Funktion (pix) der Art ist, dass man ihre Umkehrung nicht so 
uiimitteibar angeben kann; so würde jene Keduktion auf den Bfac 
Laurin'sehen Satz umnOglich werden und gerade in der Bewültigimg, 
selbst dieser Fälle, liccjt die starke Seite der Bflrmanli'srhen Formel 
Eine derartige tSpeziaiisirung von tpipc) ist nun die obengenannte 
9(0;) =: x€~*. Diene FonkHon Tereehwindet filr ^ = 1» und für 
0? zu 00, wir können aber nur den ersten Werth, also a ziz 
gebrauchen, weil sonst das GiUtigkeitsinterrall unserer £ntwickeliiBg 
Ins Unendliche fiele. Ferner erreicht die Funktion x€~* filr ar=:l 
ihr reelles Maximum und es Ist daher 6 =: 1. Dies« giehl 
folgenden Satz: 

Wenn die Funktion f{x) innerhalb der Gränzen ar — 0 
bis a; 1 in eine Potenzenreihe verwandelbar Ist, so 
gilt für dasselbe Intervall die Entwlckelung 

1 

wobei die Koeffialenten nacli der Formel 

« 

=/«(•) + («-1)1 (o) + Ci^-l),««»/f-*(o) + ... 

zu bestinunen sind. 
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Nfant «Mm beiffplebwelM f'x) = Xt «o indet sieh 

and man würde leicht genug ahnliclie Beiepiele daza stellen kKnnen. 

Wichtiger als diess ist die Bemerkung, dais« die von^tehende 
Fonnel aelbat aar Umkehning der Gleichung xe^* =z t benutst 
werden kann. Beielchnen wir n&alich die nmgekehrte FonktUm 

mit ^(^), ai^u X — ^(t)f »o folgt aus der letzten Formel 

io Ol 3« 

i 

und dieea gilt Ton I =: o bla I - j, well §fii x:^i aeinen 

grüssten Werth erreicht. Zu beachten ist übrigens hierbei, dass 

a 

man mittelst der obigen Formel nur die eine Umkehning der 
Gleichung a:e~^ t erhlUt, obschon zwei solcher Umkehrungen 
exiatiren. Denken wir an« nSmlicb der Anachanlichkeit wegen die 
Sache geometrisch und z>^ar t zr xe~^ als (üleichung einer ebenen 
Kurve, ao geht dieaelhe durch den Anfangspunkt der Koordinaten, 

erreicht bei ^i; =; 1 ihr Maximum und n&hert sich von da ab 

a 

der Abscissenachse als Asymptote. Zu jeder individuellen Ordinate 

l (natürlich t ^ ~) gehören demnach zwei Abscissen, von denen 

a 

die eine in dem Intervalle 0 bis 1, die andere in dem Intervalle 
i bis 00 enthalten ist, und daher besitzt die Gleichung xe~* =: 
wenn man I als g^eben and x ala geancht anaieht, awel reelle 
Wnnseln, d. h. es giebt zwei Umkebrnngen der Gleichung. Die 
Formel 74. liefert von diesen nur die kleinere, weil darin a? = ^(0 
aof das Intervall 0 bia 1 beachrSnkt lat. Genauerea über die 
Ünikebmngen der Funktionen werden wir in einem der nScbaten 
Paragraphen geben. 

10 
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|. 9. 

▼erallfemeiiieTimg dtv BnHHckelttiigsfotm^ 

Um eine Entwickeiung von der Form 

iHStretfntelKgMi zu kdnnen» mnssfe btoher famner f<il«ii8|^e«e!«( 

werden, ilass es wenigsten« einen endlichen Werth d von x gebe, 
welcher ^(o?) zum Verschwinden bringt. Dieser Bedingung genügen 
aber nicht alle Fmdctionen, wti z. B. s^hdn 0* Ar tonen endliebeft 
Werth von x verwcliu indet; man iiaini .sirli aber in diesem Falle 
sehr leicht helfen, indem man a willkührlich annimmt und in der 
Gleichung 75. ^(^) == fp(pc) — 9(0) setzt, welcher Aosdmck filr 
a zz: a jederzeit in Null übergeht. Man hui dann 

96> fix) = 4> + ^M9(^) - + ^M9(^) - y 

und darin ist nach den frllheren Angaben, wenn man sich 

i^(a!) — ip{a) an die «stelle von ip(a) gesetzt denkt 

Die Bedingungen fiir Hie Gültigkeit der Enh\ ickcluiiü; 7G. finden 
sich auf i'oigendem Wege: man löse zunächst die Gleichung 
fp'(ac) =z 0 auf und nenne $ ihre Wurzeln, bilde darauf die zweite 
Gleichung 

und bezeichne ihre Wurzeln durch x zz b; die Formel 76. gilt 
dann b ^ x ^ a vorausgesetzt, dass ^(x) wShtend dieses 
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iu Fotenzenreitien vemandelbar sein würden. 

♦ 

Es iieiKt bei dcir BetüracbtuDg der Gleiebung 7^* der Gedanke 
sehr naiie» sich a posteriori von ihrer Richtigiceit zu fibeneeugen, 
indem man beide 8eiteii dernelbeii nach Potenzen von a — n 
entwiclKelt und darauf die Koeffizient^ gleicher Potepzen zusammen 
hSlt. Wir wollen diesen Gedanicen tocb etwas anslübren, weil er 
zuletzt ein schlagendes Beispiel liefert, mit welcher Vorsicht 
unendliche Reihen und besonders doppelte oder mehrfiiche Reihen 
behandelt werden müssen, wenn man nicht auf die« wl|lersinnigsten 
Resultate kommen will. 

IMach dem Theoreme von Tmflor ist bekamitUch 

19) = 9(fi) + '^p-i"-») + ^^^-«) + •••.■ 

oder, wenn wir die Buchstaben id, u^, .etc. als Abkürzungen' 
filr die Koeffizienten benutzen 

80) — == «i(^—fl) + a2(«—o)*-f «3(0;— «)' + .... 

Denken wir uns beide Selten dieser Gleichung der Reihe nach auf 

die zweite, dritte Potenz u. 8. w. erhoben» so re»ultiren Gleichungen 
von den Formen 

H. s, w, 

worin es auf die Werthe der mit ß, y u. s. f. bezeichneten 
Koeffizienten nicht nfther ankommt; genfig ffir uns, dass sich diese 
Werthe hei wirklicher Potenziruag v<in selbst ergeben wttarden. 
Multipliziren wir femer die Gleichungen 80., 81., 82. etc., mit den 
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vor der Hand noch unbestliDiiiten Koefibsienten Cg, C^, elc, 
so ist dureh Addition bei gehöriger Ordnung nach Potenzen 

von x — a 

Cd9(^) - <P(»)] + (•*•) — 9>(«)? + Ci 9 («)]' +••• 
— iiiCi(x — a) 

+ + A<i + («-«)» 
+ 

Hier icunnte man die noch unbeatimmten Koeffizienten C^, Ci^» elc. 
SU wählen 9 daaa die Glelchnngen 

«1 ^1 — j[» 



eritlUt wären, in denen f eine wiUkfihriich angenommene Funktion 
bedeutet; und In der That wdrde es keine Schwierigkeiten haben 
die Werthe von C^ , C^, etc. der Reihe nach zu beatinunen. 
Jetzt wird nun 

Indem man wiederum daa Taylor*aehe Theorem angewendet hat; 
demiiach ist zuletzt 
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• 

und hiermit wire die Entwlckelmig nach deai Seiieaia Ton Nr. 76. 

geleistet. — So elegant dies«! Alles auch aussehen mag, so ist 
doch die ganze Ahleitimg höchst ungenügend und föbrt eelbat in 
dem gladLlichsten Falle, wenn nimlich die in Gehranch genonmienen 
awel Reihen 

A*) = A«) + («— ) + ^ («-•)» + • . . 

y(*)=y{-) + + £^\*-a)» + ... 

ZU gleicher Zeit fiSr alle möglichen x konvergiren, immer iiocli auf 
absurde Resultate« indem man durch die Uerleitung zu dem Glauben 
verleitet wird, ea ael die Formel 83. eben&lla filr alle möglichen x 
fichtig. Setzen wir s. B. Toraus, dasa (p(x) f&r o; ^ ein 
Maximum oder Minimum erreichte« t^o gicbt es eine unendliche Menge 
von Wertfaen Xi vnd x^ der Art, daaa immer 9»(^) = ^(a^) ai^ 
wobei Xi ^ und x^*^ aeln muaa; nimmt man jetat in der 
Formel erat dann x =: ^, und dann x ^ x^y so wäre f(Xi) 
=: f(x^, waa deawegen völlig absurd ist, weil Xg und x^ nur mit 
tp aber gar nicht mit f auaammenhftngen. So würde man z. B. täv 
f(x) zzz und fp{ic) — - «'«u; die Eiitu ickelung 

1 7*5 
e* =: 1 + dnx + y'*'**^ + •^«••"^ + 24^*** 

erhalten« welche trotzdem, dass die Keihen för e' und ^tto; immer 
konvergiren, nicht allgemein richtig aeln kann» indem nie filr ^ « 

und X =1 M — t* auf das Resultat " fiihreu würde. 

Der Grund dieser Erscheinung ist leicht zu entdecken, sobald 
man die vorige Entwicfcelnng mit der Sorglalt wiederholt« jede 
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% 

Reih« al» eaMfik» su m^biwen ihr 4bii «pgelillflgepi RmpI 

/ // 

beifiufftoii. Gspwer ist aUo, wenn wir die Reste mit i^., 
w u 

M^, , . . . iZ^ beneldiMi« 

... + a)" -f 

/I 

. . + M«— + 

/I/ 



jHid äteuw rnff^^t eM M derseUieB KoeffsientenlMMliniaimig 
lile vorUn 

« 

Bexeichnen «4r niw r« Jen Seet M 4er EntH-klEelni^ v^aa /(j;) 
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fix) - A«) + ^\*-«) + ^(*-«)» + ••• 

+ 4... 

und setsen wir ferner sor AbkQrmg 

I II n 

so gebt jetzt die obige Gieicbung in «iie folgende über 
oder etf ist endttcb 

... + CiM«)— vWl- 

Soll nun dieoe unter allen Umst&nden richtige Gleichung mit 

der in Nr. 83. verzeichneten Eiitwickelung ziisamnicnratleii, so 
miuss fiir unendlich wachsende n 

Lm(T^ — jj = 0 

sein» was- nur dann mdglich .wenn einsehi die Bestehungen 

«tatt, finden, weil rn nur von Jb aber auch von 9» abhängt und 
eich f(|>lglich und nicht gegenseitig aufheben kennen. Diese 

Bedingungen erfordern nothwendig die Konvergenz der fiir f{x) 

und ^(«) auigestellten Reiben, weil ausserdem iUmr« und 

/ // III 

idmRnf ebeneo JdmBit, iAmBf^ ele. und endttoh aueh iAmi^ von 
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Nall verschieden ausfallen würden. Sa nothwendig nun aadi die 
Konvergenz der Potenzenreihea fiir f(x) und ^{x) ist, so wenig 
erweist sie sich als hinreichend; denn ans der nnbegrKnzten 

Abnahme von •*» Rm durchans nicht, dass Idmif^ d. h. 

Xrtm \ Ci Rh R^ . . « • -|- Rf^ 

der Null gleich sein mflsse; im Gegenthelle weiss man, dass 

derartige Produktensummen in bestimmte Integrale übergehen, 
sobald die Anzahl der Produkte ins Unendliche wächst und jedes 
einzelne Produkt ins Unendliche abnimmt. Biese Bemeifcungen 
geben zu erkennen, dass es ausser der Konverijenz der Potenzen- 
reihen fiir f{a:) und ip{x) noch anderer Determinationen bedarf» um 
die Entwlckelung in 83. zur Geltung zu bringen. Wollte nmn 
dieselben dadurch auffinden, dass man den Ausdruck tn einer 
genaueren Betrachtung unterzöge, so würde man sich in eine 
ziemlich weitläufige Untersuchung einlassen npQssen, und dless ist 
der Grund, weshalb wir gleich von vornherein einen anderen Weg 
eingeschlagen haben. 



8. 10. 

Intsgratlonen mMslst der Btaiaaii'sohen FonneL 



Man kommt bekanntlich häufig genug in den Fall, Integrale 

von der Form 



84) jmi^i^ 



)dx 

bebandeln zu müssen, bei denen der eine Faktor ^{x) integrabel 
ist, also 

gesetzt werden kann, während sich das Integral 86. nicht doch 
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die gewMbidIcheB INnMmieii anadrilckeii UmI. In soIcImii FfilleB 

leistet die Bfinnann sehe Reiht^ gute Dienste; da namlieh aus Nr. 85. 
folgt ^(dp) ^ ^ ^ Integral In das folgende Aber 

nnd mm bat dnreh Verwnndlnng von f{wy in eine nach Potenien 
▼on ^(o?) — fp{a) foitachrelteBde Reibe: 

+ y^J*[9(«) — 9(«)]V(*)^ + 

wo rechter Hand jede einielne Integration ansl&brbar ist, indem 

man hat: 

80 Hird nun 

Jl 1 

+ vW? + + 

wofür man symmetrischer schreiben Icann 

indem man sich die vorige ComL rz: C ■\- A^(p(a) gesetzt denirt. 
Restitnirt man für ip*(x) seinen Werth tmd berücksichtigt, dass 
mfolge der Gleldinng 85. 

11 
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a 

ist, (Fonmsgesetzt, das« ^(or) iimerlialb das Intenralles x a bia 
X X keine Unterbrechung der Kontinuität erleidet) so ergidM 
aicb noch 



j ^ 



Eine noch elegantere Gestalt erhält diese Formel, wenn man den 
Integratioiiskonstanten C denjenigen Werth giebt, den da«» uiihe- 
etimmte Integral linker Hand für ;e = it bekomnit; so dass also för 



J 



f(x)if{x) tlx = F(x) + C\ 



C zu F(a) -|- C zu setzen ist; durch Transposition von C geht 
dann die linke Seite in 

J*x 
f{x)i>(x)dx 
a 

über. Man gelangt so zu dci schonen £nt\^'ickelungsformel 



worin die Koeffixientea wie folgt xu bestimmeD sind: 
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Die BedinguDgeii, unter welchen diese Entnickekiog gültig bleibt;» 
ergeben sich nach den Aber die Formel 76. gemachten Bemerkungen 

auf folgendem Wege: man iösc /uei^t die diieichung ^(a;) o auf 
mid nenne £ ihre Wurzeln, bilde darauf die Gleichung 



und bezeichne Ihre Wurzeln durch 6; die Formel 86. gilt dann fär 
a vorausgesetzt, dass wfihrend dieses Intervalles 

positiv bleibt und dass endlich f{x) und für & > > a filr 

sich allein in Potenzenreihen venvandelbar sein würden. 



Eine brauchbare Anwendung hiervon bildet die Entwickelung 
des Integrales 

o 

1 • 

worin a =: o, = ^ ^ ""^^ ^a^^ 

dx 



fix 
1 -f 



X. 



ist Man erh&lt dann auf der Stelle die Entwickelung 
0O> j^'j^^ ^to = ^ Arctanx + ^ ^rc*^^«»;. 
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welche nach dem, was wir im $. 7. mitgetheilt iMben, fibr alle Ae 
poaitiyeii x gilt, fiir welche f(x) In ^ne Potencenielhe rerwaiiMlMr 

sein würde. Die KoelBzienteiibestiiumung ist dieselbe wie in §. 7. 
Für fiß) =i wo r dne beliebige poaltiTe oder s^jatlve Zahl 
bedeutet, erglebt sich z.' B. aua Nr« 90. 



X 



^ rf^ Arcimix . Arc^tanx , Arc^ianx 



I/O I ax Arc^tanx ■ /q - . *v Arc^tamx 
+ (2i- + r>) j ßr« + r«) ^ 



+ (16r + 20r» + r*) ^^^^^^ ^ 



ferner gaiui ähnlich fiir f(x) =z eesr», 

_ (r« — 40r* + 136r«) ^''^^^^ ^. . , . 

endlich fiir f(x) =z sin rx. 



X 



^ «'«ro; - Arc^tojix , ^ » ^ ÄrcManx 
-pjr^«te = r— ^ (r.-2r) 



+ (r»^20t'>+ lÜr) g .... 

SSnuntliche Formeln gelten Itir alle positiven x. 

Man kann fibrigena die Idee einer Integration mittelst der 
Bürmann'schen Reihe noch In einer etwas aiideron oft bequemeren 

Funu ausführen. Blei&en wir naiulich bei der Gleichung 

•1> C+ ^Wa!HP(«)l+j^ [»(*)-»(•)]»+.. 
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»tehen mid wenden auf die Ibke Seite die Icelninnte Fonnel der 

|»artielleu Integration an, so geht dieselbe über in 

und wenn nmn ferner Iterfickaichtigt, dara 4o =: /(«) Ist, so wird 

+ ^ + ^ W^x) - y (fl)]» + . . . 

Hier transpoiuren wir das Glied f(a)«p(x) und setzen die wiUkabrildie 
Konstante C =z f(a)^(a) — O; es ist dann 



Mebmen wir end(icb 

^ F(x)dx, also A(a?) = F(ä?) 
so int yennSge der Definition des bestimmten Integrales 



und wenn wir endlich O demjenigen Wertbe gleichsetzen» welchen 
das Integral 



fiir o; =; a erhalt, gelangen wir zu der zweiten Entwickeiongs- 
formel 
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F(x)^ix)dx = ipije) I F{x)dx 
worin die Koeffizientenbestimmiing nach der Formel geschieht: 

»3> 4. = />-'|(^^£^j)"/-^,^^ 

Die Bedingungen filr die Gültigkeit der Gleichung 92. finden sich 

auf ähnliche \Veijse wi« bei der iHinitaiiirschen Reihe, indem man 
nur statt f{x) zu sagen braucht F{x)^ weil unmittelbar l&lar ist, 
dass sich F{al) unter denselben Bedingungen wie f{x} In eine 

Potenzenreihe venvandeln lässt. 

Für fp(x) z:z X : {i '\' x'^), a r:z o erhält man z. B. die sehr 
brauchbare unter der Bedingung 1 ^ ^ o geltende Formel: 

• • • 

. und zur KoeiBzientenbeBtünmimg igt: 

= F(»-^(o) + («—!). iiifT«-*(o) 

+ (n— 1)(«~2)(»— 3).«»fY»-*>(o) 

Nach diesen Formeln würde es z. B. sehr leicht sein« die 
Integrale 
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in Reihen zu verwandeln , weiche für positive acht gebrochene x 
anwendbar sind. 

8. 11. 

Di« Pmkfilming der FüaktioiMii. 

Wenn xwiachen zwei Variabein x und y eine Gleichung von 

der Fomi y zu (p{x) be^tehf, tl. h. y als Funktion von x gegeben 
ist» so miiss umgekehrt auch x als Funktion von ff betrachtet 
werden können und ee sieht daher jede Gleichung der obigen 
Form eine zweite von der Form x :^ tpiy) "ai'h sich. Diese 
Umkebrung der gegebeneu Funktion (p(x) iässt sich roitteUt dea 
Börmann sehen Theoremes leicht bewerkstelligen, indem man von 
den Formeln 

1 1 1 

ausgeht, welche aus der Bünnann*scfaen Reihe fiir f(x) =i x folgen. 
Nehmen wir jetzt <p{x) ~ so wird 

Hier ist nnn x durch y ausgedrflckt, also wegen x ipiy) 

9S) ♦(») = « + -p^i* + ^^y» + ^^y' + -.. 

und damit die Natur der umgekehrten Funktion mit Hfilfe einer 

anendlicbeu Heibe be^tinunt, deren Koeilizieuten nun Uer l urmel 
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f?lr abgeleitet vrerden kOnnen. Vonmsgesetfet wird Irierfoei, dass 
€8 einen Werth jc z=z a giebt« welcher ipipcf) zuw Verschwinden 
bringt. 

Um zu entscheiden, wie weit die Gleichung 97. oder 98. gilt, 
hat man nur n5tbig» das reelle oder imaginäre Maximum von 
zu besthnmen, also die Gleichung tp'iai^) =: o anfiniUlsen, deren 
Wurzeln x =: ^ heissen mögen, und ferner die Wurzeln x ^ b 
der zweiten Gleichung fp{x)=,vMdfp{S^ ao&usuchen; die Formel 97. 
gilt dann von x zu a bis x ziz b oder was Dasselbe ist> von. 

bis y ZI2 mod(p{l^)^ welche letztere Bestimmung, namentlich 
fär die Formel 98., in der gar kein x mehr vorkommt, anzuwenden 
wSie. 

Aus der Bemerkung, dass x Ölfischen o und 6 enthalten ist, 
ergiebt sich noch ein wichtiges Resultat. Da nfimilch eine gegebene 

Funktion mehrere Umkehningen haben kann (aus y — \ — 

folgt z. B. X V ^ — y)» ^ muss entschieden werden, 

welche von diesen verschiedenen Umkehrungen durch die Formel 98. 
dargestellt wird. Diess hat nach dem Obigen nicht die mindeste 
Schwierigkeit. Nehmen wir erst einmal an, es erlange die Funktion 
y =: ^{x) för =z S ein reelles Maximum, so nfanmt dieselbe ^ber 
X % hinaus einen Tbeil der Werthe wieder an, die sie vorher 
schon einmal gehabt hat, und es entsprechen jedem gegebenen jf 
mindestens .zwei x, von denen eines <^ l das andere ^ | Ist 
Andererseits ^Aird jetzt 6 ~ | und da in Nr. 97. x zwischen 
a und 6 enthalten ist, so bekommt man durch die genannte Formel 
nur* dasjenige x welches ^ 6 =: { ist, d. h. man erhält die 
kleinste aller möglichen Umkehningen. Entsprfiche die Wurzel 
a ^ i einem reellen Minimum, so würde die Formel 97. gar nicht 
anwendbar sein, weil sie efaie Zunahme von y=:^(x) voransselst; 
fönde endlich weder ein reelles Maximum noch ein Minimum statt, 
so mühste die Funktion y = (p(x) immer wachsen und dann giebt 
es überhaupt nur eine Umkelirung derselben, wenn sie kontinuirlich 
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iat; erieidet sie aber Unterlnrecliuigeri der -Stetigkeit, ao liSrt jede 

Entwickelung nach <]em Inirmann'schen Satze .sthon he'i der ersten 
derartigen Unterbrechung auf und die Formel 97. giebt daher auch 
nur diejenigen welche im ersten Intervalle der KontinnitBt liegen, 
wenn auch noch andere x zu einem gegebenen y gehören sollten. 
Auf alle Fälle also liefern die Gleichungen 97. und 9ö. immer nur 
die kleinste aller mSglicben Umkebrungen von ff =:: ^{x)*. 

Um diese Bemerkungen durch ein Beispiel zn erlAufem, 
betrachten wir die Funktion 



eoMX 

Die Gleichung q)^(x) = o >vir^dann*ar -|- cotx =: o und -sie hat 
unendlich viele reelle Wurzeln, welche der Keihe nach zwischen 

1 ' • 3 • 

X = -y Ä und x =:3t, — — » und x ziz2^ etc. liegen. W ollte 

man fär | die erste diesei; Wurzeln nehmen, so würde die Gleichung 

von X o bis zu einem ühqr —- ji hinausliei^enden W erthe 
beatdien müsSei^, was sich durch die. einfache Bemerkung, dass 
bei = -K- Miskontinuirlich' wird, als unriShtig ausweist. 

Hierin fiegt ein deutlicher Fingerzeig, dass kleinere Wurzeln . der 

Gleichung x \- cotx =r o übersehen vi^örden sind, und da dieselben 
nicht reell sein können, so müssen sie imagirtär sein. ,Und in der 
l^t, wenn man x '=z 'sx setzt, so geht die Gleichung \ eotx 
in die folgende ttber - - • 



o oder z — 1 — 



und diese besitzt eine reelle Wurzel zwischen 1 und 2, nämlich 

z = 1,199678 . 

. ■ 12 
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Nennen wir dle^dbe so ist jetvt | und die GleiefamiK 100. 

oder die folgende 



gilt von =: o bis ^ = modtp{Q = mod^(i,i); man findet aber 
leicht 

modw(&) ^ mod -7-7^ — w 0,662742 ... 

co#(J<) «fc-f 

nnd folglich bleibt dieFonnel 101. von y = 0 bis y==:0»$62742 ... 
anwendbar.. 

» 

Mit gleicher Leichtigkeit, wie aus der Gleichung ^ ~ fp(^) 
die Umkehrung x zi: abgeleitet wurde, kann man auch jede 
gegebene Funktion dieser Umkehrung, €tii'a/'(a?)=/[^(y)] erhalten. 
Man hat zu diesem Zwecke nur notfalg, votf den Formeln ^ ^ * ^ 

' i r 

■ 

auszugehen und wiederum ip(x) if zu setzen; es folgt dann 

ioa> A«) = m + Y ^i» + 4-^»* + F ^»*' + • • • •. 

oder 

104) n^i>(3/)} = f(a) + + .1,^* + 1^,3,3 + ... 

uTul (];imit ist das Problem gelöst. Die iiesttnimuug für die Gränzeu 
der Gültigkeit diesier Formeln geschieht ganz so wie vorhin, nur 

• 

wflcde zn berücksichtigen sein, dass durch eine Unterbrechung der 
ivontinuität, weiche f{x) innerhalb des vorhin ermittelten Inte rvalles 
a bis 6, etwa bei ^ erlitte, die Gültigkeitsgränzen auf dm • 
bis =: il verengert werden. Ebenso wiederholt sich die BemeVlning^ 
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• _ 

m • 

dass unter deiH ;^(y)» wdches die Cleichiug 104/ enthält, lediglkh 

die kleinste aller müglichen^Umkehrungen von fp(;V) zu verstehen int. 

Sowie die Umkehrung der Funktionen nur eine cinlat-he 
Anwendung der Büimann'schen Fpnnelj,^' oder besser, eine kleine 
Transfomuition deTsen>en unter verfindertein Geeiclitspunirte daistellt, 
so ist auch, die von Lagrange gegebene Umkehrung« fonntl nicht 
mehr als eine ^twas sj^e^ialisirte Darsteliung von ihr bei veränderter 
Geetalt. Die genannte Umkeliningsfarmei bat ' belmnntUcii den 
Zj^eck aus einer Gleicining wie 

fß als. Funktion von x zu bfstimmßn« oder noeh allgemeiner» etwa 
* Fj(^j durch x auszudrücken. Vertauschen wir, um unmittelbar die 
Jfiimiänn'ech'e Reibe anwenden zu können, die Bexeicbmmg der 
VariaMen» so diMs Jetet s Ist, wa» bei lia grm§ 9 9 beisst vnd 
umgekehrt, so. wäre aus der Qelcb«ng 

105> . X z=. ^i(x) -f a ' 

-X oder F(p^) durch y ausgedrückt, im entwickeln. Geben wir der 

• * 

▼oistelltaden Gleichung die Form 

106) . . ».-^ • 

so erkennt man auf der SteUe, dass die .Aufgabe auf die vorige 
•zurückkommt*, w enn , man — fiir setzt. Dabei verschwindet 
q){x) im Allgemeinen fiir x :zi o und wir'baben daber 

• m = m + (^) +••../ 

* • 

■ 

oder Vegen der Gleicbiing 106. 
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Zur Bestimmung der Güitigkeitsgränzen ist die AuflüsuDg der • 
GleichuDg fp*(a:yzz o, d. h. " ' 

erförderlich, deren kleinste Wurzel S heissen möge; die- Formel 106. 
gilt dann von ^ =: 0 bis ^ modwQ), d. h. von. y =^ 0 Jbis . ^ 

• • • • ♦ . 

Was mit der von Cauehy auf .anderem Wege ' entwickelten Grfiitfeii-' 
bestimmung völlig übereinstimmt. 

t - Wenn man nach \inserep hiermit beendigten UAtersucfiung^nf* 
^uber die Bürraami selie Reihe zu 4<Bm Ausspruche berechtigt ist, 
dass^ dieselbe': aUe bisjier bekannten nach l*ot^nz€)p irgend ein^r 
Hauptgrosse fortschreitenden R^lbenentwidcelungen. als spezMe 

Fälle in sich enthält, m wird man es nicht unpassend finden, wenn 

wir die Aafiner|:sanikeit der. Analytiker wiederum* auf jenes last,. 

• • ♦ • ■ ♦ , • 

verschollene Theorem * hingeleitet und diemselben me^ Ubigete« 

Erüiterung gewidiuet haben. * 
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• • •••• m •* 

Xjeb.er, jBpproxliiiat.l.Ye. 
Quadratur eil. '* 



* • • • 



• ' , , * • *. ♦ ' 

mm. • ■* 
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In der theorie analt/Hf/ue eles prolßuhilUh (Litre /., secondc partie, 
Chap, UL) giebt Laplace eine Methode zur numerischen Berechnung 
hauptsächlich solcher hesttmmter Integrale 

■ß 



1) J f(z)dz 



iu welchen die Funktion f(z) sowohl für 2.^ a als 2 =: ^ 

■ 

verschwindet und innerhalb des IntenraUes z zu a bis z =: ß nur 
em einziges Maximum oder Minimum erreicht, ohne diskontinuirlich 
oder uneixtilich zu werden, (ixeoiiictriäch betrachtet, ist diess die 
Quadratur der mondfurmigen Fläche > welche eine Kurve zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Durchschnitten mit der Ahsdssenachse 
bildet); jene Methode besteht dem Wesentlichen nach in folgenden 
Opeiationen. Wenn die Funlction f(z) tOr z zz: (t, wo ^ zwischen 

a und ß liegt, ihr Maximum erreicht, so ist der Quotient 

innerhalb des Intervailes z ^ a bis z z:z ß ein äfhtet Bruch« 
welcher bis zur Null abnimmt, wenn man z entweder Torwärts von 
ft bis ß oder riicfcwfirts von ^ bis a gehen lässt ; man kann daher 

f(z\ 

77- mit irgend einer abnehmenden Funktion vergleichen, deren 

rill) 

Variable noch unhestinmit bleibt Ltq^laee setzt 
») - c-y' oder A^) = Af*)«'-^^ 
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mid siebt onn 3f als die neae Vaiiable det btegnfion tm, so das* 
noch dt dorcli d!y aossodr^cken ist Denkt nsn sidi die TOfstehende 

Gleichung nach t auigeiu»t, so wü^de daraus etwa z =: g>(^) und 
dx =z fp*(y)d^ folgen nnd das Integiai in Kr. 1. ^hfilt jetzt 
folgende Form . ' . 



worin, noch die für t/ geltenden inte^rationsgränzen zu bestimmen 
sind. Anib Nr. 2. folgt aber liir t zzi a nnd z = ^ wegen 
f{u) 0 und f(ß) = 0, dass an den Gränzen die Gleicining 



r* = 0 

statt finden mnss» woraus sich fiir ^'dife Grinxwerthe y =: *|- od 

on^ y zi; — Gb ergeben. Demnach wird • ■ ^- 

—OD 

und hier ISsst sich ' die Integration rechter Hand dadurch ansfthren, . 

* 

dsLüH man q)' (j/) in eine Heihe von der Fonu 

verwandelt; unter der doppelten Bemerkung, dass für ein ganzes 

positives n 

— CO 

— 00 

findet man jetzt auf der Stelle 

5) J f(*)d* = V« j<i + 4 + V-4r -j 
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Man wird leichlt bemerken, dase dieser AUeltong der Endfomiel, 

welche das allgemeine Schema der Laplace sehen Entwickelungen 
bildet, eine nicht unbedeutende atUbchweigende Annahme zu 
Gnmde liegt; ea wird BXmiich Teranageaetat, daaa die liir (p'(if) 
substituirte Potenzenreibe för alle reellen y der Funktion (p'(y) 
gleichgelte, weil es au.sserdem sehr zweieilei iat, ob man die 
Differenzlalformel ^r99ip*(y)dy oder die Reihe e^snf (Ci, -f- C^y 
-|- etc.) dy zwischen den Grinzen oo bis y — co 

integrirt. Diese Schwierigkeit hat Laplace, wie man aus der am 
Ende dea Kapitels befindlichen remarque ginSrah tut la cmtergenee 
des »eriet achttesaen kann, zwar bemerkt aber nicht beseitigt, well 
die Bedingungen, unter denen eine Fuuktion mittelst einer Poteiizeu- 
reihe umgekehrt werden kann, zu jener Zeit noch unbekannt waren. 
Nach den Untersuchungen der vorigen Abhandlung macht ea keine 
Muhe, diesen Punkt /ur vollständigen Klarheit zu bringeu und wir 
geben daher im Folgenden eine neue Bearbeitung dieses Gegen- 
Standes überhaupt, bei welcher wir jedodi die Auflaaaung so 
verallgemeinem, dass man den Za^/ace'schen Formeln beliebig 
viele andere zur Seite stellen kann. 

«. ». 

Wenn eine Funktion /(z) fiir z =^ ein positives Maximum, 
ap&ter f&t x zz v ein negatives Minimum erreicht und von 2 c:: |» 
bis t z=: V stetig verläuft, ao muss sie innerhalb des genannten 
intervalles den Wertli Null bekommen und es giebt also einen 
Werth z =2 (i zwischen ^ und v, Säx weichen f(ß) =: 0 wird. 
Schalten wir zwischen ^ und ß noch ein Argument ^ =: « ein, ao 
dass jetzt (i, ^ a ß v ist, so nimmt die Funktion f(z) von 
z =: ce bis z ^ ß fortwährend ab, und wenn wir uns vor der 
Hand auf dieaea Intervall beschrSnken, so Ist f(a) der grOaste und 
f(ß) — 0 der kleinste vorkommende Werth der Funktion, ohne 
daaa jedoch f{a) ein Maximum oder f(ß) ein Minimum wäre, ^'ach 
diesen Bemerkungen bildet In dem Integrale 

13 
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rß 



Quotient einen fortw&brend abnehmenden Brach » welcher 

A«) 

filr z = « seinen grüssten Werth 1 und för x =:: j3 seinen kleinsten 
Werth Null erreicht^ nnd wir Tcrgleichen daher jenen Quotienten 

mit einer gleichfalls abnehmenden Fuiiktiuii i (^) indem wir 

1) M = F(y) oder A») = mm 

setzen. Da uns die Wahl dieser Funktion vollkommen frei steht, 
so kunnen wir .sie \\j\\vv der Form einer Potenzenreihe darstellen, 
deren erstes Glied die Einheit ist^ also etwa: 

und es hat diese Annahme den Vortheil, dass dem Werthe irza 

der Werth y zz: 0 entspricht, wie mau sogleich erkennen wird, 
wenn man die Gleichung 8. in die vorhergehende substituirt und 
z cc setzt. Ist femer z =r |S geworden ^ so yerwandelt sich die 
Gleichung 7. in 0 = und durch Auflösung dieser numerischen 
Gleichung findet man denjenigen Werth von y, etwa y zr; jy, welcher 
dem Werthe =: ß entspricht. Wenn daher in dem Folgenden 
y als neue Variable der Integration betrachtet wird, so treten an 
die Stelle der früheren Integrationsgränzen x a und x ß die 
neuen Grenzen y =: 0 und ^ =: 

Um nun dz durch das Differenzial der neuen Variabein y 
auszudrficken, kOnnte man sich des in der Einleitung bezeichneten 

Verfahrens bedienen, nämlich die Gleichung 7. nach z auflösen 
lind nachher differenziren; diess würde aber nur in wenigen» ganz 
besonderen FSUen glacken.. Die Funktion f{z) nSmlich mtlssen wir 

als eine geliehene betrachten und können mithin nicht verlangen, 
dass eine Gleichung wie f{z) =z. u ohne weiteres nach z auflösbar 
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sei, die einfachen Falle aber, in denen eine solche Umkehrung der 

Gleichung f(i) = u leicht ausführbar wäre, sind gerade auch 
diejenigen, bei welchen man die ganze Käheningsmethode selber 
nicht hranchen wird, weil sich dann die Integration selbst gewühnficb 

ausfuhren lässt. Dagegen kann man die immer noch unbestimmte 
Funktion so wählen, dass sich eine Gleichung von der Form 

F{y) = q leicht nach y auflösen llisst, und etwa giebt y =r E{q), 

wo E aU Funktionszeichen ilieul. Aus der Gieitliung 7. folgt dann 

Um hieraus dat durch djf aosgedrilckt zu erhalten, setzen wir 

zunächst : 



was nichts Anderes als die Anwendung des Bünuann'schen Satzes 
ist für 9 («) E (^^y^^^) • schon wissen, dass fiir 

s ^ a, y 0 wird, so folgt aus Nr. 9. für z =: a, 0 -^(1)» 
woraus hervorgeht, dass die Funiction 

fiir ^ =: 0 verschwindet. Die Bestimmung der KoetBzienten A in 

der Keilie 10. geschieht duher mittelst der Formel 24. der vorigen 
Abhandlung ^ a = 0 und es ist daher: 



11> A = 0, 4. ~ />'^' 



Nehmen wir in den Gleichungen 10. und 11. =: z — oe, so folgt 
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13) 




und hier künnen wir wegen der Gleichung 9. auch schreiben: 



14) jf — « jtA^/ + y4i«/^ + ^^^^^ + 



Es fragt sich nwi noch, wie weit die £ntwickelang 12. oder die 
mit ihr identische 14. gültig bleibt. Diese Frage beantwortet sich 
ieicht durch folgende Bemerkungen. Vermöge der über /'(z) gemachtes 
Yoraussetaungen nimmt diese Funiction ab von x (t hia z v, 
also auch von z =r ce bis z an welcher letzteren Stelle f(z) 

ihr negativem Minimum erreicht; da ferner F(i/) eine abnehmende 
Funiction bezeiclinet« so nimmt y von Noll an au, während z tob 
a ans weiter schreitet und es erhält y sein Maximum, wenn % den 
Werth z V erreicht; daher ist auch 



eine zunehmende Funiction, welche sich bei t = er ammllht und 

bei z ~ V ihren Maximalwerth erliält, wie man auch « posteriori 
aus dem Difierenzialquotienten von E ersehen kann. Zufolge der 
Bedingungen, welche wir über die Gültigkeit der Bunnann'scben 
Reihe aufgestellt haben, besteht nun die Gleichung 12. Ton z=zir 
bis z =: V also, weil ß^v, um so gewisser Ton z r=: a bis zz^ß* 
Dasselbe gilt von der Gleichung 14., bei welcher nur noch erinnert 
werden möge, dass dem Intervalle 2 =r a bis z zu ß das Intervall 
y =: 0 bis ^ ^ 1} entspricht Durch Differenziation der Gleichung 14 
wird nun fiir i{} ^ ^ V 0 



womit die Aufgabe gelöst ist dz durch % auszudrücken. Substituiren 



1 



1 
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wir endlich die Weithe tod f{i) und di in da» uiaprüiigliclie 

Integral, so ist 

16) {^mdi 

und diess bleibt immer richtig, weil die Substitution 15. für alle 
xwischen den Integrationsseichen 0 befindlichen y gOitig ist Hat 
man nun F(y) ao gewählt, das« sich die Integration 

fiir ganie positive m ausfuhren ISsst, so erhält man aus Mr. 16. 
durch Integration der einzelnen Snmnuinden eine Reihe, in welcher 

die Koeilizientea A nach Nr. 11. oder Nr. 13. zu bestimmen sind. 

Die Ausführung dieser allgemeinen Ideen wollen wir an einigen 
Spezialisirungen der wilikührUcben Funktion F{jf) zeigen. 

L Sei zuerst F(jf) =z i — y also 
1?) ^ = 1-y oder f(2) =z 

so folgt umgekehrt 

Da nach den gemachten Voianssetzungen f(a) der grSsste Werth 
Ist, welchen f(z) während des Intervalles z ziz a bis z =z v 
abnimmt und da femer f(ß) =z 0 ist, so entspricht dem .Intervalie 
X :zz a hia ^ zz p das neue Intervall 3f =: 0 bis y =: 1. Setzen 
wir wtiter 
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worin d^m Büimann'scbea Satze zufolge 



V A«) 

Ist, 80 gilt die Reihe 19. von ^ =: 0 an bis 6Mn, wo 1 -- ^T. ■ 
sein Maximum erreicht» d. h, h\s w =z v — «, well in diesem 

Falle der Sabtrahendiis sein Minimum bekommt 

A«) /(«) 

Für X t — a folgt aus Mr. 19. , dass die R^he 



III 



▼on 2 =^ ff bis 2 1/ also um so mein von 2 =^ a bis z = ^ 

d. h. yon 3f =: 0 bis yz^i richtig bleibt Dasselbe gilt von dem 

DifferenzialquotieDten : 

91) & = +^^, + ...)<^Sf 

und vermöge der Gleichungen 17. nnd 21. ist nun 

— /(«i j* (1— y) [^1 + + ^^3^^ + .... j 

und dnrch AnsfShmng der einzelnen Integrationen 
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M) jj(z)d. = /(«) + ^« + I? + .... j 

worin die Koeffizienten A nach der Formel 20. xa beetimnien sind. 

n. Nehmen wir f(if) zi: e-y also 

80 wächst y von 2 a bis zz^v, wo f(z) sein Minimum erreicht 
Die Entwickeinng 

x=Ao-t-^A, + - wa+«)j + .... 

gilt von «=i:0, wo Ifi«) — ^f(tt-{-x) verschwindet, hx» x:=2v — tt 
wo lf{a) — if(<K-^x) ^^^^ Maximum erreicht und es ist dabei 

Für a -f- iff =: 2 folgt daraus, dass die Gleichung 

1*1 1 

= p^i^ + ^4jy* + 37 ^3^^ + 

von z=za bis tz^v» also um so mehr von z=ia bis 2 = v 
gilt, welchem Intervalle die GrKnzen ^ 0 und y =: 00 entsprechen. 

£s ist daher von ^ =: 0 bis ^ po 

»5) dt = + 1 + 1^ ^, + ...) <<Jf 

und durch Substitution der fttr /(z) und A gleichgeltend'en Werthe 
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J 11 

d. i. durch Aiuiföhrung der einzelnen Integrationen 

ze) Jj^/«^* = A«) {^1 + ^ + ^« + ... j 

worin die Koeffiilenten nach der Formel 24. bestunmt werden 
müssen* 



§. 2. 

Die Entwickelungen des vorigfen Paragraphen erleiden eine 
sehr wesentliche Modiiikation in dem Falle« wo fi nicht grOeser, 
sondern gleich a Ist, so dass also im Anfange des Integr&tions- 
iiitervaiies a =n fi bis ß die Funktion f(z) ihr Maximum erreicht. 
Wollte man nämlich in dem mmmehrigen Integrale 

aoak^ der Gleicbnaf 7. die SabstUatton f{x) — /(ft) F(3r) vornebia«!, 

oo nürde daraus folgen 

S8) r(x)dz = mF'(a)d9 oder ilt = rf» 

und da f'{z) gleich im Anfange für ? =: ^ verschwindet, so würde 

sich das Diüerenziul von z in diesem 1 alle unter die Form dff 

steilen. In der That werden hier auch sSmmtliche durch A 
bezeichnete Koeflizienten unendlich, wie wir kurz an dem ersten 
derselben zeigen wollen.' Mach Formel 11. wäre nämlich 
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^1 = 



X 



fai X =: 0 




d. i. nach dem Taylor*selien Theoreme, welches hier wenigsten« 
fiir mendfiche Ueine x anwendbar sein muss 




weil f^Qi) ~ 0 ist. Berücksichtigen wir weiter, dass ebenfalls 
zufolge des Tbeoremes von Taylor, wenigstens innecbalb eines 
kleinen Intervalles 



sdn rnoas» so haben wir weigen £(1) = 1* 

d. h. ^ ~ , so dauAH also in diesem Falle die ganze Keilieii- 



ans dem Wege gehen; erinnert man sich, dass dem Aufangswertbe 
1 = a =: der Werth ^ = 0 entspricht, so folgt aus 28. fiir 
s = f» nnd y = 0, 0 rz: f{^)F'{o)dy d. h. F*(o) = 0; wenn 
man also för F(y) die Form 8. beibehalten will, so muss jetzt 



«(l + V) = £(1) + £'(1)5 -I- -^£'/(l),^ + ... 



entwicfcehing unendlich wird. Diesem Uebelstande kann man leicht 



Xi| ^ 0 sein, also 



F(^) = 1 - L»y* - 



Wir gehen hierin ein Paar Beispiele. 



14 
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L Die einfachste Sapposifioii, welehe Über die abnehmeiuie 

Funktion F(y) gemacht werden Irann, wenn sie zugleich der 
Fonn 29 genügen soll, ist offenbar F(y) 1 — setzen wir 
also in dem Integrale 27. 

80 folgt umgekehrt 



Dem Werthe z =: ^ entaprieht y =^ 0 und dem Werthe s ==: ^ 

y zzi i, weW fiß) verschwindet; es sind also t/ — 0 und ry — • \ 
die für ^ geltenden Integrationsgränzen. Um nun durch dz 
auszudrucken, entwickeln wir erat wie folgt: « 



Darin bestimmen sich die KoeÜizienten A mittelst des Werthes 
s =z 0, weil dann die Grossen rechter Hand versehwinden; also 

Weil nun die Funiftion 

▼on z=: 0 an, wo sie sich annullirt, bis z n: ß — ^, wo sie 
ihr Maxhnnm erreicht, fortwährend nächst, so gilt die Entwickelung 32. 
von o: n: 0 bis « ß — fiir o: = x — ^ folgt daraus, dass 
die Gieiehnng 
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/(f») ■ 2' V f(f0 
1 1 1 

- = Alf + ^ + 3» ^3^^ + — 

von z zz: ^ bis z — /5, d. h. von ^ ^0 bis ^ 1 richtig bleibt 
Dasselbe gilt jetxt von der Entwickehing 

34> ifa =: (4 + + ~^ay« + ) dfy 

die wir gerade auch innerhalb des Integrationsiidervalles y — 0 
bis ^ =: 1 gebrauchen. Durch Substitution der Gleichungen 30. 
and 34. in 27. wird jetzt 

rß 

f(z)dz 

und durch Ausföhrung der einzelnen Integrationen 

35> = 2 W + Ä + Ä + • • ■ I 

wobei die Koeffizienten A nach der Formel 33. zu bestimmen sind. 

IL 'Eine zweite der för /(y) aufgestellten Bedingungen 

genügende Annahme wäre F(i/) =z e~yy also 

»6) A») = mt-n 

woraus aHigekehrt folgt 



W> y = V//(j|,) -//•(») 

und hier entsprechen den Grfinzea x:=Zft,, die för ^ geltenden 

Gfünzen ^ ziz 0, =z qq. Um nvn d» dnceh ausnidriicken, 

setzen wir zunächiit 
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1 



worin die Koeffizienten nacli der Fonnel bestimmt werden: 

«»> ^ = 0. ^ = />^' |[vW^WT^]"L. 

£s gilt dann die Entwickeluug 38. von x 0 his x =z ß — fi» 

treli im ernten Falle die Funktion V VO») — V(ft + ^) versdiwhidet 

und im zweitcMi ihr reelles Maximum erreicht. Für — 2 — fi 
wird nun inneriialb der Gränzen i zz f», bl» z ß, d. Ii. jf =^ 0 
h\B y =Z CO 



III 



folgllcli 



40) -fe = (il. + + ^A,^ + 

Durcli Substitution von 36. und 40. in Mr. 27. folgt jetzt 

ß 

Ifier iaosen sieb sibnmtlicke Integration«!! «nnlllbren, iadem 

sich au die bekannten Formeln 



J f(.'')di 
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2 . 3 . . . it 



eriimert and man erhält daher durch SoDdernng der Glieder Tom 

geraden und uugeraden Index 

=±V^W K + ^ (|) + ä(|)" + Ä(T)"+- I 

+iwK+^(i)+3^(i)'+Aa)"+ I 

wofrei die Koeffiileiiteiibestimttitiig naeh der Formel 39. geschieht 
Um ein Beispiel flfr diese Formel an hahen, sei 

imd darin $ eine ganze positive Zabi» ferner ^ 0 und ^ = 1« 
wodurch die Bedingungen erflillt sind, dass ^(jn) ein Maximum sei 

und /'(ß) verschwinde. Der Werth des zu berechnenden Integrale« 
ist dann unmittelbar beluuint» niimiicb 

(*-f 2) (f-|-3)..,(2f) n _ ,2.v ^ 

also abhängig von dem mittelsten Binomlalhoeflislenten des 

Exponenten 2«. Andererseits hat man nach Formel 39. 
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für 0 



und bieraus geht hervor, dass A^^ för jedes gerade n verschmndet 
und mitbin in Nr. 41. nur die erste Reihe reehter Hand Abrig 
bleibt. Nehmen wir n ~ 2k i, wo k eine beliebige ganze 
positive Zahl ist und setsen femer den rein numerischen Betrag 
von 



48) m [n-i-l-s^ + l^^ 



» ' f* = <M 



■o ist 

Pu Pu 



und mau findet uun aus der Formel 41. 



J \l — x*)'-*A ifo 



r r** 4.(ijr-l) 2.4.(2*— 1)2 T • • • ) 

V'J V2i^ «'^ + 2.(2#-l) + 2.4.(2*-l)» + • • < 
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and durch Vergleicliiing mit dem schon bekannten- Werthe de« 

Integrales (42) ergiebt sich jetzt 

\/ (2s — 1)ä I^^ + 2.(2*Li) + 2.4.(2j-.1)« 



+ 2.4.6.(L — 1)» + I 



and hier stellt die linke Seite das Verhältniss des mittelsten 
Gliedes der Entwickelung (1 -f 1)*' xur ganzen Entwickelong dar: 

Man kann dieses Resultat direkt verifiziren, weil sich die Gleichung 

45) (1 — t^)'-'/« e-yy 

anmlttelliar In Beslehnng auf t aufUlsen ISsst; fiir — ^— =: a ist 



— T 



nümlich 



= Va.9\/ l-4-«y' + - •••• 



und hier tösst sich das Radikal, dem Binomischen Satze zafolge» 
In eine nach Potenzen von y fortschreitende Reihe verwandeln, 
well der Ausdruck 

T*^ T« * + 2i" f • ■ = J^yä 

niemalH die Einheit «iberschreitet, wenn y das Intervall 0 bis cjd 
durchläuft. Um aber die Koeflizienten jener Entwickelung rasch 
TO bestimmen, seUen wir mit Laplaee 
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= V^.y(Qo + + ^4«V + ^'«V + ••••) 

nehmen beiderseits die Logarithmen und diffe^enziren in Beziehung 
auf jf; es ergiebt sich 00 

«ye~"^^ _ Qo H- 3Qa«y^ 4- 5<?4«V 4" 

1 _ir-«y* ^9 + «««y- + <?4«V + 

Hier kann man statt der auf der linlLen Seite vorkommenden 
EsponensialgrOeae die bekannte Reihe aubetitulfen, *naelifcer beide 
Seiton auf gleichen Nenner bringen und snletat die Koeflli^enten 

gleicher Potenzen von t/ vergleichen. Die Ausführung dieser 
leichten Rechnung fiihrt zu der Rekursionaformelt 



^ 17273". 4 + 1,2.3.4.5 ^''-^ 



während Q^y — i ist. Für — 1, 2, 3, ... . lassen sich hieraus 
der Reibe nach die Werthe von Q^, Q^, etc. beatinimen; 
man findet ao ohne Mdhe: 



Nachdem auf diese Weise die Werthe der mit Q bezeichneten 
Koeffizienten bekannt sind» ergiebt eich ans Nr. 46. 

dz ^ V « (^o + 3 Q^aif^ + ö Q^a^y* 

VennOge dieser Gleichung and der unter Nr. 45. aufgeateliten» iai 
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,00 

o 

Durch Ausführung der beiderseitigen Integrationen wird 
< (2*). 

= V^f («• + «.« + + I 

endlich durch Restitution des Werthes von a 

— V(if-l)«r« + if-i + (4f— 1)» + ••••( 

was mit der unter Nr. 44. verzdclineteii Gieichung identisch ist^ 
wie man durch Vergleichung der beiderseitigen Reihenkoeffiziesten 

finden wird. 



«. 3. 

Wir betrachten endlich den Fall, in weichem das Integral von 
f{t)d» xwischen zwei Grfinsen a und ß genommen wird, an denen 
die Funlrtion f(z) verschwindet und zwischen welchen sie ein 
einziges Majcimum für x uz |x erreicht. Es liegt übrigens keine 
Beschränkung in der Annalune» dass f(jt) ein Maximum sei, denn 
vrenn f(ii) ein Minimum wSre, wflrde die Funldion f(x) von s = « 
Iiis ß negativ sein und man könnte daher diesen Fall auf den 
vorigen reduslren, indem man 

15 
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setzte. Zerlegen wir daa Integrationsintervail a bia ^ in die beiden 
Theile a bin ^ nnd bb ß, «o iet 

nnd bier «eUen wir in dem ersten Integrale x =n ^ — im 

zweiten t zu -^' x, wo jc jedesmal eine neue Variable bezeichnet; 
ea wird dann 

Die beiden Integrale recbter Hand sind ganx von der Form derer, 
welche wir im vorigen Paragraphen betrachtet liaben. Die Funktion 

f(fi — {) erreicht nämlich für x =z 0 ihr Maximum f{^) und nimmt 
beat&ndig ab, während x daa Intervall x =z 0 bia x :z: ^ — a 
dnrchlSvft, bis aie filr =: — a verachwindet; ebenao wird im 
zweiten Integrale /*(^ -f- x) zu einem Maximum fiir ,v = 0, nimmt 
ab von xzzzO bi« x = — |» nnd annnllirt eich filr x ß — i^, 
Ea aind daher anf jedes der genannten Integrale die Transfonnationea 
anwendbar, welche wir im vorigen Paragraphen gezeigt haben. 

I. Es sei nun zunächst wie vorhin F(if) =: 1 — so kdnnen 

• 

folgende Entwidcelongen vorgenonmien werden. £s sei 

«» . = + -J, a, yAZSES. 

ao bestimmen sich die Koefiizienten, weil »die Funktion rechter 
Hand flir « = 0 verschwindet, mittelst der Fonnehi 

51) = 0, X = i>-' Ui/i /(^^i Y 
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und es gilt die Gleichung 37. von x — 0 hia x ^ — «. Für 
I» — « =: « folgt daiMW, <Um di« Entirickdimg 



von 2 =z |i bU 2 = a Gültigkeit besitzt; nehmen wir noch 

• 

ö») \/ i - ^ = y oder A»), = /(f») U - »») 

SO bestehen jetzt die Gleichungen 

1 ^ 1 ^ 1 ^ 

and 

53) & = - + + )it 

ebenfidl« von f rr |» bis f = d. h.-von ^:^0bls5f=: — i 
und zwar muss es hier y =: — 1 heissen und nicht '\- i, weil 
die GrGsse y zufolge der Gleichung 52. abnhnmV wenn man % von 
bis « gehen lässi» und mithin die bei Null anfimgende Abnahme 
des y m das Gebiet des Negativen führen muss. Nach den ftlr 
f{z) und dz gemachten innerhalb der Grfinzen f = ^ bis x = « 
oder ^=:Obisy = — 1 geltenden Substlttttionen ist nun: 

was wir vor der Hand nicht weiter ausfilhren wollen. 

* 
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Ami gftns ikiilidie Weise eilielK» daae die Ciieichimg 

«-4, + -p^iV 1 700"*^^*^ — Am) 

worin die Koeffixlenten naeli den Fotmebi 



Ö5> ^ - 0, ^, 

/■(<») 

zu beatimmeD aind, von d:=:0 bi8«;=^ — |i gilt und da« 
■ütUn die falgende 

<*--p^iV 1-700 + y^v»-^) + 

flir alle 2 von s =: |» Ma 2 =z /I richtig kl^nht Nehmen wir 
5«) V^l - ^ = y. «der f(x) = /-(^^l -,t, 

80 gelten jetzt die Gleichungen 

III 

nnd 

ebenbUa von x =: hia x =: /I, d. h. von y = 0 hia y =: -f- 1. 
Nach den Sobatltutlonen 56. und 57. tat nun 



58> fv«* 
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Ihirch Addition der Gleickiingen 41. and 46. wflide man sn einer 
Doppelreihe filr das Integral 

gelangen, die sich aber leicht vermeiden lässt« wenn man die 
Werthe von Ii» und Äf^ ▼ergleicht Durch £infilhrung einer neuen 
"Vliiiabeln zu — x erkennt man nSmlieh sehr leicht, dass 

}Im = » ^ ist und mithin statt der Gleichung 41. die folgende 
geschtieben werden kann;' 



Vereinigt man diese Gleichung mit der Torhergehenden« so ergieht 

sich sogleich 



und durch Ausflihmng der einasehien Integrationen» wobei alle 

Integrale verschwinden , in denen ungerade Potenzen von y 
vorkommen: 

59> J%d. = 4/-(^)j^+^ + i;^ + ....) 

iS. Gans analog sind die Entwickelungen flir den Fall 

F{y) =: e-yy. Zunächst erhellt nämlich sehr leicht^ dass die 
Gleichung 
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▼on a^^OhiB x=:ft-^a glll, weil die FniMoii \/lf(ft) — if(fi — x) 
für X ziz 0 verschwindet und von da ab wächst, bis sie fiir 
— a ihr reelles Maximum erreicht. Die Koefiij&ienteii- 
bestinunung geschiebt daher mittelst der Formeln 

i 

Es folgt weiter Ar |i — x :=: z, dass die Reibe 

Ton s ^ fft bis 2 = ft richtig bleibt und dass femer« wenn 

6») VTfW^lW) = y oder f{i) = /(^)e-»f 

gesetst wird, die Gleidrangen 

md 

♦ 

63) . dl = - (:^, + ^^A^y^-y ^ + ...)dy 

ebenfidU von s bis s = d. b. von ^=:Obisy=: — od 
richtig bleiben. Nach diesen Bemerkungen wird 

Xo 1*1 
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Wiederholen wir gm ihollche Schluaae In Betlehong anf 
die Reihe 

# 

1 



80 zeigt sich, das» sie von x ^ 0 bit$ x ^ ß — ^ gilt, wobei 
die Koef&slenten A nach den Fomeln 

bestimmt werden mUeeen. Fflr ^ -f- o? = z folgt weiter die 
Gfiltigkeit der Reihe 

1 ^ .^^^ ^ , 1 



« r- p A V ^/ » — Ifi') + ^ V //V) — ^/"W + 

iniierhaib der Gränzen i zu bis x ^ ß. Nehmen wir weiter 



M) WO*) — VW = also A«) = /'(^*)«~*» 
60 bleiben die neuen Gleichungen 

* — I* = -p-^iy + y-^y* + + .... 

and 

6i) rfz zz: (Jj -|- ~ .4»^ -f ^ A^t/^ + . . .) rfy 

von z =z fe bis z =: d. h. von ^ =i 0 bis = -|- Oo richtig 
lad wir haben daher vemiOge der Substitutionen 66. und 67. 

rß 

68) f(z)dz 
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Die Vereinigimg der Gleidumgen 64. und 68. würde jetit eine 

Doppelreihe fiir das zwischen den GrMnzeri a und ß genoniniene 
Integral von f(z)dz resuiüren. Zufolge der Bemerkung , das« 

ila =1 — iety welcbe man leicht durch die SubeHtnfion x^ — sf 

verifiziren wird, kann man aber statt der Gleichung 64. die folgende 
schreiben 



j 



a 



= /'0.)J 



^ 1 1 

— 00 



US derM Vereb^mg nit Nr. 68. die nachstehmkle henrorgeht: 

a 
— oo 

Bei AitäführuDg der einzelnen Integrationen verschwinden alle Glieder, 
welche ungerade Potenzen von ^ enthalten und es bleibt: 

69) J f(x) d. = VT« /V) j^. + fCy)* + ^ (t)*+ I 
wobei das allgemeine Glied der eingeklammerten Reihe durch 

dargestellt wird und für die Koeftizientenbestiromung die Formel 65. 
an henutaen ist. 

£in ebenso wichtiges als interessantes Beispiel hierzu bildet 
die nmneriache Berechnung des Integrales 
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woM die erste Bezeichnong rechter Hand von Gau$$ und die 

zweite von Legendre eiugefiüirt worden ist* Die Funktion e ' 
versdiwindet nimlich sowolil flEi(2 = 0slsflirx=:=OD> wenn nvr 

|ti eine positive Grösse ist, und sie liat zwischen diesen €S ranzen 
ein einziges Maximum, welches fUr 2 =: eintritt, so dass 

fif^i zz: = ist Die Formel 65. giebt 



4. = 



oder fiir x fi,u, wo u eine neue Variable bezeichnet ' 

Da wir nur ungerade Werthe von n in Ansprudi nelmien, .so 
setzen wir n =^ 2m -f* 1 liaben dann i>ei Entwickelung ven 
a— /(1 + tt) 

« 

oder ancli' 



Hiemadi Undet man fttr m =: 0, 1, 2, 3 etc. der Reihe nach 

— T35 ' ^» — 4Ö5 ' «. «. 

und so ergiebt sich aus der Gleichung 69. die Formel 

16 
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— ns — ■ 1 ■ 1 139 571 \ 

— ^'^*V7/ i * + 127* 288,^« ö1ö4ö:J? J4fe8ä2Ö.;? ^ "1 

wobei die eiDgeUammerte Reihe, der mnn^eiieii die Foim 

i ■ * J 139 571 , . 

^ + J5ii + 2(12^)» 30(12^)« 120 (12f»)« 

geben lumn« auAserordenttich stark iLonirergirt» «obald |ii eine irgend 
betriclitiicbe GrSaee liat. Da «ach .einfr aelir bekamiten RelaÜon 

ist, 80 erhellt, d^ss die Formel 7t- auch xur Berechnung von 
Faktoriellen angewendet werden iumn, indem UMin f, \ n 9Xk die 
Stelle yon ^ treten ÜMt und daa ao erhaltene Reanltat dnrch das 

obige dividirt. 

Wir achlieaaen diesen Anfiwta mit der Bemerl^inf » daaa In 

ihm hinreichend die Mittel angedeutet sind, um überhaupt jedes 
bestiiiiiute Integral näherungtiueij!ie zu berechnen^ denf wenn auch 
die IntegraHonagrinxen desselben nicht den drei von uns gemachten 
ToranesetEiingen entsprechen, so kann man das gegebene integral 
doch immer in eine Reihe anderer Integrale zerlegen» deren Gränzen 
nntei eine der obigen, drei Kategorleen lallen. 
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lieber ein üoppelinteii^ral mit 
2wel wiUkttlirllclieii 
Cniiktloneii. 



I 
I 

I 



I 
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Die aUgemeine Fonu alter zwUchen beatimmteu Giinsen genoBuneneii 
Doppelintegrale »t bekanntlicli 

dx I f(x,^)dff 

und man hat hier zuerst in Beziehung auf y zu integriren, wobei 
X ab konstante Grösse figurirt, dann für y die Funktionen 9(0;) 
vnd i/(x) au aubstituiren und nach geacbehener Subtraktion die 
auf X bezügliche Integration zwischen den Grünzen b, =: a 
zu bewerkstelligen. Erinnert man sich an die beiuinnte Zerleguugs- 
foimel 

J^F(z)dz =: ^^F(z)di — ^^F(t)dz 
•o*kann man das obige Integral auerat In die beiden naehatehenden 

♦ Vi 

dx f{x,if)dif — dx I f(x,ff)e^ 

zerfallen, die uiitei Anwendung cleaselbeu Prinzipes in die folgenden 
vier auseinander geben 

* 

Jdx (^f(x,y)dif ^ 'äx'f'^hx, y) dy 

r pö ntix) pa nilf(x) n 

- IJ dxj nx,y)dy ^J^dx j f(x,y)difj 
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Es wflide alio nar daranf ankonuneii, den Weitk Integntot 

von der Form 

WM. eimittelo and man deshalb das voratebenda Integral ala daa 
einlaehere Schema der bestimmten Doppellnt^ale ansehen. 

Eine allgemeine Iß'ormd, fiach welcbcfr sith die hle^ |>osttilM% 
zweifache Integration auf eine einfache (Quadratur) zurÜckDlhreh 
Uesse» ezistirt bekanntlieh nieht; dagegeli ist aber diese Redul^tion 
sehr leicht, wenn die PunlctioM f(Xfff) nilr von 3f abhSngt, roithla 

das fragliche Integral « dessen Werth beissen möge, unter der 
t*oim steht: 

Diese Reduktion scheint um so bemerkenswertber, ^Is sie mit ganz 
elementaren Mitteln ausgefiihrt werden kann nnd, unter einem der 
Heehsnik entnommenen Geslchtspunlte betrachtet» tu den eleganten 

Resultaten der Abhandlung Vi. von seibät hinleitet 

Setzen wir zunächst 3^ ~ tp{x)t, we i die nfene Variable 
bezeichnet und ^(sr) als konstanter Faktor dient, so wird 
dg =: ^(ä^äJt and den fntegmtlonsgiftnseti y ^ fp{x), y := 0 
entsprechen jetzt die auf t bezüglichen neuen Gränzen / ^Jl, 
I 0; hierdttrch verwandelt sich die GKsichang 1. In 

Führen wfar ferner eine nene Variable u dadurch ein, dass wir 
(p(a:) — u setzen, so folgt hieraus zunächst, dass umgekehrt ^ 
eine gawiaae Funktfon von « etwa x =3 ^(11) ist, nnd bekanntlich 
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bler 91 wid ^ ^ VmM^im^is^ v«» «imiader; veiter iil 

nun dx — ilf*(u)dtt und wenn noch die Grenzen x — « 0 
IB die Cileichun^ <)P(^) ^ eingedctft werden, t»o erhält u 4^% 
ento|»rechenden Werthe ip{e) und ^»(o). Nach diesen Bemeikiingeii 
wird jetst 



Setzen wir weiter da« uu^eatinunte Integral 

4) J f(*)d3t =: F(z) -I- Ckm$L 

also 

« A») = *■'(») 

80 folgt au8 ISr. 4., wenn wir ut an die Steile von z tfeten iafi^seii 
und i ata variabel u dagegen als konstant ansehen - 



und durch Einführung hiervon wird aus Nr. 3. 

\F(u) ^ F(o)\ 

Aaf dieses Integral wei|den wir dia heiumiile Formel der partielien 
Integration an: 

J ÜVduziz uj Vdu --J d üj V4u 

indem wir V rz: F{fi) — f\o) und V ^'(w) setzen; es wird 
dann bei unbestlmnitar lategmtion 
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^ 

and durch EtniRhning der Integrattonsgriiizeii if=:9<c), m=:9)(o) 

J»y(r) 

Dabei ist zu berücksichtigen, daus aus den Gleichungen 
sogleldi folgt 

* 

80 daoo sich also die beiden entgegengesetsten Funktionen ip nnd 9 

aufheben: nach dieser Bemerkung nimmt die Gleichung 7. die 
einfachere t ornL an 

8) Sz= ihl<p(c)]— fXo)} c - ('''F'(u)f(u) du 

Endlich ist noch zu erinnern, dass nach, Nr. 5. F'(u) =: f(u) nnd 
zufol^f» von i\r. 4. und nach einer Definition des bestimmten 
Integrales überhaupt 

sein muss; wenden wir diess fiir =: ip(c) auf die achte Formel 
an, so ist endlich 

J»9)(r) r(p(c) 
fix) dz — I f{u)tlf{u)äu 

Hier setzen wir fiir .S seine urspn'ing^Uche Bedeutung, sehreiben 
der Gleichförmigkeit wegen y für u und z und gelangen so zu der 
Rednktlonsfoiniel 
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darch welche die postalirte doppelte iDtegraüon auf die Differenx 
iwtner ein&clieii Integrale und auf die Umlrelirang der Funldion 

q>{x) y zurückgeföhrt wird. 

Es i«t Tielieicht nicht ohne Interesse eine geometrische 
Anwendung der obigen allgemeinen Formel zu sehen. Denken wir 

ons X, y, X als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes im 
Räume» so wird durch die Gleichung 

• 

worin F{y) eine beliebige Funktion bezeichnet, eine eylindrll^e 
Fläche eharakterisirt, wie man sogleich aus dem Umstände ersieht, 
dsss fOir ein konstantes ^ = die Gleichung der geraden Liiüe 
zum Vorschein kommt und folglich die FISche von allen der 
Koordinatenebene xi parallelen Ebenen in (Geraden geschnitten 
wird, welche sSmmtllch parallel Uufen und mit der Ebene xy einen 
Winkel bilden, dessen trigonometrische Tangente =z A ist. Wenden 
wir auf diese Fläche die bekannte Komplanationsiormei an 



»=/^J'.,^/, + (£)- + (g 

•o haben wir — ^> (^) — luithi» 

oder einfiicher 

17 
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1») S = j dä: j ^fdf) 

wenn zur AbkSnong geaast wM 

m 

19) ^(,) = y^i + ^» + jF'(y)j' 

Hier aind nan die ffir und y geitenden IntegistleDSgräiuen zn 
bestimmen oiid dlee» soll auf folgende Weise geschehen. Auf der 

Koordinatenebene a:i/ (Fig. 3.) ziehen wir in der Entfernung 
OC =1 e eine Parallele anir Achse der ^, ferner eine beliebige 
Kurve, welche CD schneide^ und dureh die Gleichung =: q)(a:*) 
charakieriöirt >verden möge, und setzen nun voran», dass die Grosse 
desjenigen Theiies TU VW der Gylinderfläche bestimmt werden 
eoU, wovon das theilweis krummlinig hegrfnzte Viereck OCDL 

. die Horizontalprojektion bildet. Sind nun OM : MN y 

und NP =^ z die rechtwinkligen Kbordtnaten eines Punktes P der 
Flache, so steht dem x der Spielraum von Null bis OC ziz e frei» 
fetlief dem y der Spielraum von Null bis MQ ~ {p(ÖM) m <p(x), 
d. h. 0 und c sind die Gränzen fifir 0 und <pia:) die für 
#Mtt die (Gleichung 12., in welcher nttnmehr S =: tVVW Ist, 
ffiHig fnft Heir Crieicfiung 1. znsainmenfalfi Schreiben wir die 
Gleichung 9. in der Form 

so bedeutet diess geometrisch« dass die doppelt gekrümmte 

cylindrische Fläche jederzeit als die Differenz zweier ebenen 
Flächen betrachtet werden kann, von weichen die erste dber der 
Absdsse ^(d) steht in eihe Kiirve, dbren öleicitfrig itHidhefi 
rechtwinlcli^en Koordinaten r] *^Af) ^®*» "'^d die zweite die 
Strecke tp{c) — 9(0) der Abscissenacbse zilr Basis bat und 
oberhalb dur^b eirie Kurve begrenzt wird» deren Gleichung 
= AÖ^(Ö heisst. Nehmen wir z. B. 
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so ist der Cylinder ein p^raboiiscber und die Projektion OCDL 

m 

ein Quadrant joiil dc|^ UalbmeMer w beachriebeiken Krabe«; 
ea wild dann 



%nar fti%t ava y — = y miigßkekrt 



Bsd ana Kr* 14. 



-X 



o 

VI + + 4i»»p V*-* — P<t 



Hier verachwindet daa erate Integral wegen d^ gleichen integrationa- 
gfinten« im sirelten Integmle glebt die Vf^rtauacliiing der Gxänzen 

6 = f V(l + + (f * - S') di 

vnd bler tat demnach gleich der ebenen FMcbe, Wßlck^ (iiier 
der Abaciaae r atände, wenn man aich die durch die Gleichung 



iy Va + + 4i^*{*) (r* - 1*) 
cbanÜLteriairte Kurre gezeichnet denkt. 

Für ein zweites Beiapiei nehmen wir 



z 



c ziz a, fp{w) ^ V — ^* 
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so ist der Cylinder ein elllpllechelr niid die Projeirtien des lu 

Icomplauirenden FlächeDstückes ein Quadrant mit dem Halbmesser a. 
In diesem Falle haben wir . 



vnd durch Einfiihrung der numerischen Ezcentrlcitlit $ = " ZlL 



femer folgt aus <p{a;) = V — z=: y umgekehrt 



Die Fonnel 14. giebt jetzt 

wai!^ »ich bekanntlich mit leichter Mühe iutegrireo lässt und insofern 
eine nette Bedeutung hat, als 



9 = V(j2+i)a8 — 

wiederum die Gleichung einer Ellipse Ist. 



uiyiii^ca by Google 



V. 



lieber die Ilcstinnining der Mais^e 
bei aug^leichfdniiigrer 
Dlcbtlfflieit. 
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F«r ehUrtf 4l<ir6ha«« h&mof;ttien R9rp«r hat ilie AaMellbMlMiiiiM^ 

keine grösseren Schwierigkeiten als die Kubatur, well hier die 
bekannte Regel der Mechanik gUi^ das« die Maaae dem Prodtdtte 
ans Dichtigkeit und Volumen gleieh ist; andere dagegen wird die 
Sache, wenn die Dichtigkeit im Innern des Kurpers nicht überall 
dieselbe bleibt» sondern sich von Punkt zu Punkt nach einem 
▼orgesctirlebenen Ceseize Sndeft. Nennen wir d?, x ^e reeht- 
winkligen Koordinaten eines im Innern des Körpers liegenden 
Punktes und sehen wir die an dieser Stelle vorhandene Dichtigkeit 
ab Fnnl^flon der drei Koordinaten an, so wird die Masse des im 
Punkte xtfz befindlichen Körperelementes durch ein Produkt von 
der Form ^(^, ^, zjdxd^dz dargestellt, worin ^(x, i) eine 
gegebene Fnnlrtion von $, t (die Dichtigkeit) bezeichnet Die 
Oesammtmaäs^ d^ KürpM iat demndeh gleich dem drei^kchcn 
Integrale 

wobei die Integrationen so zu leiten sind, dass sie sich nur auf 
die im Inneren des KSrpers liegenden Punkle erstrecken. Fit 
eine mit dem Halbmesser r beschriebene Kngel, s. B. würden die 

vorstehenden Inte|!:rationen nur auf diejenigen positiven und negativen 
Xi jfi X «i beziehen sein» weklM der Bedingmig 

•> »•>*» + ^ + ^>o 
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Garilge Msten und ans dieser BeneikDiig leitet man olme Mflke 

die IntegratioMgrfinzen ab: 



aus welchen noch hervorgeht« dass die in Nr, 1. poetulirten 
Integretioiieii nicht in beliebiger Ordnung Torgenommen werden 
dürfen, sondern dass man bei der anf z beidgllchen Integralien 

anzufangen und mit der iiir x geltenden aufzuboren hat. 

Will man statt rechtviinlüiger Koordinaten sieb lieber der 
Polarkoordinaten bedienen, was allerdings in vielen F&llen bequemer 

ist, so nehme man in Fig. 4. OXy O >' und OZ als Achsen der 
X, y, t, ferner OM z=: o*, iMiV A'P z aU rechtwiDlclige 

und ÖP =z Q, < POX = » nnd < FMN = o als polare 
Koordinaten des Punktes P\ das Volumen des im Punkte P 
befindlichen Kürpereieuientes ist dann PV . PV. PW und dabei 

Pü i/p, PV = Qd», PW PMdta = Qsin&dw 

mithin das Volumen des in Rede stehenden Körperelementes 

und wenn wir die im Punkte P stattfindende Dichtigkeit durch 
.^ip» 9, m) bezeichnen» so Ist die Masse des Körpers 

INe Integrationsgrinsen sind hier wieder durch £e Bemerkung an 

bestiniiiien, dass nur Koiche Elemente, welche im Innern des 
Körpers liegen > in Rechnung gebracht werden dfirfen. Uienni ist 

■ 

Yor Allem nudiig» dass man die in rechtwinkUgen Koordinaten 
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g^ebene Gleichung der Körperoberfläche in PolaikoouUiuiteii 
amdräcke, wa« nüttelst der Foimefai 

X =: rcos&' 

y =: rsin^cosm 

keine Schwierigkeiten hat, und aus der neuen Gleichung swisehen 
9» 9* und m die Grinzen bestimme , xwUiehen denen q, ^ und m 

bleiben müssen^ wenn P nicht ausserhalb des Körpers fallen soll. 

Aus diesen Andeutungen erhellt, dass die Aufgabe von der 
Massenbestimmung eines Körpers Ton ungleicher Dichtigkeit jederzeit 
drei Integrationen erfordert, bei welchen Im Allgemeinen awel 
wlllkfihrlicbe Funktionen der drei Koordinaten Torkommen; die 
eine dieser Funktionen bestimmt das Gesetz der Dichtigkeitsänderung 
▼on Punkt zu Punkt, die andere eharakterisirt die Oberfläche des 
In Rede stehenden KOrpers. — Es bedarf wohl kaum der besonderen 
Erwähnung, dass sich die genannten Rechnungsoperationen in 
Tulliger Allgemeinheit, d, h. ohne wenigstens eine Jener Funktionen 
zu spezialislren, nicht ausfuhren lassen, dagegen ist es aber sehr 
bemerkenswcrth , dass die obige dreifache Integration in der That 
elTektuirt werden kann, wenn der Körper von einer Cylinder- oder 
▼on einer Rotationsfläche begrfinzt wird und wenn man ansserdra 
voraussetzt, dass sich die Dichtij^keit nicht von Punkt zu Punkt, 
sondern von iScbicht zu iSchicht ändere. Die vollstMndigen Knt- 
wickelnngen för diese FsUe sind folgende. 

MasiOBbeBtiuminig ynm OyUndsm. 

Die Achse der % legen wir parallel zur Mantelfläche des 
Cylinders, die Koordinatenebene xy senkrecht darauf; letztere 
durchschneidet den Cylinder In einer Kurve (der Leitlinie), In 

weicher zur Abscisse x die Ordinate tp{ic) gehören möge, so dass 
ßlr OM ^ «, MQ =: ^p(x) ist. (Flg. 5.) Nennen wur femer g 

18 
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dM 0«p«dt^ OA, ü MmI fMywfcto i# die MUM« MOm 

der ^ darcbscbneidet und h dhr ftOlM iW dts OflinAm^ 

gelten fär die Koonlinaten OM zzi MN ziz y, NP — i eines 
im Inneren des Körpers liegenden Punktes P folgende GrSns- 
bestinunungen. Dem a stebt der Sf^eiraum Ton d$ =r 0 bfs 
X — OA ~ ff offen , dem y das i^iterrsll y — 0 bis y rr MN^ tpix), 
derii i endüeh dcir Spiebauf Ton s = 0 bis * NU =: A m. 
Defnnadi sind ir = 0; g, y mOt ff zu ip{x)f s 0» s r= A 
die Int^gration^gränKet) ftir die nac^bberlge dreifache Integratloiu 
Lassen wir nun die I>icbtigkeit von Scbicbt zu. Scbicbt wechseln, 
so bestebt d^r ttSrper gewissermaassen aus einer Folge unendlich 
dünner Lamellen, von denen jede fiir sich honiugeii ist, während 
-von einer Lamelle zur anderen eine Dicbtigkeitsändening eintritt 
tiebeir die Lage dieser Lamellen kSnnen natflrlich die verschieden- 
ärtig^sten Voraussetzungen gemacht werden; wir betrachten von 
diesen aber nur zwei, indem wir annehmen, dass die Lamellen 
entweder senkrectit su^ dem Mantel des Cyllnders stehen, oder 
ihm parakiel ^uten. 

L Bei selihreeht dem OylindMMmtel stobeadtM Laaellsn 

"Ist *die Uicliitgkeit fäf aMe t^tftakie leiner zu xy pM^Men £beiie 
dieselbe und hingt «Iso mnt Von der Hobe ^ £bene «her 4ler 
i:<tofdlnatenebene ^h> 4. h. die Dlchtigkei^ ist ^e Fvnktfoa 

v6ii 2 allein etwa ^j(z). Die Maisse des im Punkte P betiadlicbeii 
KiMperelelnentes wird ^emnadi dureb A^z^dicd^^ nuBjgedraokt nnd 
die Masse des Cyllnders, weiche M helssen «möge, dst .snfolge 4er 

vorhin bereits ermittelten Integrationsgränzen : 
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Hier ist der Werth 4ea ai(f p Jb^gli^ßlißii Integiales Ton x und y 
unabliSiigig» spielt also >rfi<^lditlich der fiaebfolgenden Integrationen 
die Stelle einer Kunistante« so dass man aucli schreiben Isann 



oder, indem man die aitf ff b^glichp integration anafilhrt 



Es ist sehr leicht, den einfachen Sinn dieser Gieiehung zu linden, 
wenn man die Formfl \i. ^rst einmal unf 4cn Fall eines ans den 

drei Kanten a, b, *c ko^struirten rechtwinkligen Paraileiopipi^iles 
anwendet; man hat dann g =z a, ip(x) =z b, h ^ e also för die 
. M nas o t4es INuMdielniiipedos: 



Berücksichtigt man ii^eiter, dass der erste Fi^kior In Nr. €. die 
(irundfläche des^CyMnd^rs jiustdnickt, .40 ^gt idie Formel 6., dass 
die gesuchte Cylindennasse gleich der Masse eines Paralieiopipedes 
.Ist, »welches ;roit ..dem . CyMnder gMche . GrijwVläcl^e iÄ^ififee 
.Uühe^ besitzt. ujod insH;^ifüi9^wi^0»ßh i^j^ Picimglf^it jg^ajfh i^il^^^gn 
Gesetse indert 

IL Wenn ^zweitens die Lamblien dem Mantel ^ des Kegels 
parallel *1a«len, «so Ist die lUehtlgkelt filr alle ädiej>atgen Punkte 
dieselbe, welche sich in einer parallel zur Achse der t gelegten 
^Ebene «beiilden; -neluiien'<wir idiese"£bene'par«Uel ^er^KewUnaten- 
-•ebene 'Srk, ^wle «es -•'die -^Flgnr" neigt, ^so*^ftngtt die <Dlobtlf|fcelt '-fan 
^Punkte xyz nur von y üb und \\äre demnnrjh mit -zu 
'4MzMhnen. -»Ans der «Integration ^ des -PfodnlKtes jäijfydxdjfdz 
enlspiingt jctit die Fonnel 






* 
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J'9 r^w c'^ 



worin sich die auf 2 bezügliche Integration sogleich bewerkstelligen 
läMtt; es bleibt dum 



r9 



Dieses Doppeiintegral steht unter der Form des im vorigen 
Attlsatse behandelten Integrales Nr. 1. und daher folgt anl der 
SteUe 

8) M-gh\ M(s)d9 - h I ^(y)if(if)dif 

* 

Auch hiervon kann man sich leicht eine Interpretation verschaffen» 
wenn man erst den einfachen Fall eines Parallelopipedes, wo 

g ziz a, <p(x) — b, h z=z c, betrachtet. Zufolge der Formel 7. 
wird nSmlich die Masse des ParaUelopipedes durch 

c\ dx \ ^(3f)dy = ac I ^{y)dtf 

vo 

ausgedrückt, was unmittelbar auf das erste Integral in Nr. 8. passt; 
dabei kann a die Breite, c die Höhe und b die Tiefe des Paralle- 
iopipedes heissen. Aehnlich wfirde 

uc r ^{3f)d^ := ac f Ji^f^dg — ac {^Jijf)^ 

Oq Jq 

die Differenz der iMasseu zweier Paraiielopipe*de bezeichnen, welche 
die Tiefen 6 und /S haben; diese ist nichts Anderes als «Ue Masse 
eines ParaUelopipedes mit der Tiefe b ß, dessen Edte aber 
nicht in 0 (kUt, sondern um ß davon absteht. Geben wir nun der 
Foimel 8* die Gestalti 
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Jlf = J ^(y) - J 

o 9(0) 



ao können wir sie auf folgende Weiae in Wofte fibeitragen: 

Unter den hinsichtlich der Dichtigkeit gemachten \'oraus- 
setziingeu ist die AJa^sse des fragücben Cylindera die 
Differenz swiadien den Bfaaaen zweier recbtwIniiiUgen 
Parallelopipede , welche mit dem C}ylinder gleiche Breite 
und Hohe besitzen. Da» erste dieser Parallelopipede 
hat die Tiefe ^(9) und in ihm herrscht dasselbe Gesetz 
der DichligkeitsSndemng wie im Cylinder; das zweite 
Parallelopiped steht um <p(o) von der Achse der jc 
ab, hat die Tiefe ip{ff) — 9(0) und in ihm wird das 

Gesetz der Dachtigkeitsfinderung durch ^^^^ ^ 

ff 

ausgedrückt, wobei if($f) die Umkehrung der Funktion 
. 9(0?) bezeichnet. 

Die Allgemeinheit dieses Theoremes erlaubt sehr zahlreiche 

Spezialisirungen desselben, je nachdem man der einen oder anderen 
Ton den wiUfcfihrUchen Funlrtionen ^(x) und ^(y) eine besondere 
Form erdieilt Nehmen wir z. B. 



so ist der Cylinder ein elliptischer mit den Halbachsen a und b 
Da aus 



t . _ _ , a 



y =z — Va* — xr» folgt =: V — ^ 



s 



a 



ao ist der zweite Ausdruck filr ^(y) zu aubstituiren und die 
Foimel 9. giebt Jetzt 



Digitized by 



m 



wobei Smb erste Integral Teradnrtnil^ und bn »retten Integrale 

die Granzen vertauscht u erden müssen um da^ positive Vorzeichen 
zu erhalten. Die Foimei 



welche den Werten Theil der ganzen fiber der ans a und b 

konstruirlen Ellipse .stehenden Tn iindemiasse augiebt, stellt zugleich 
auch die Masse eines rechtniaUigen Parailelopipedes dar, weiches 
a, b nnd k zu Kanten bat nnd worm die Dicbtigkett nacb dem 

'€»eee«te ^(y) \/ 1 — (^^^ yerSnderlicb Ist. Bfnltlpliart man 



die obige Gleiehnng mit A, so giebt sie folgendes spezieUe 
Tbeorem: 

Die Masse 'eines , geraden eUiptiscben CyÜnders jmit den 
Halbacbsen a, 6 »nnd der Hobe h» In wekbem die 

Dichtigkeit durch die Funktion bestiaunt wird, ist 

der Masse des nrnsebriebeuen rechtwinkligen Paralle- 
lopipedes gleich, wenn sich in dem letzteren die 

Dicbtigkett nadi dem Gesetze \/ 1 — 
fadert. 

So wie hier die Funktion q>(x) spesdalisift wurde, ohne die 
Allgemeinheit von zu stören, so-ifönnte man auch umgekehrt 

Ar ^(y) eine besondere Substitation machen tmd 9(0?) aligemeia 
lassen; doch giebt diess weniger elegante Resultate. 
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MaMenbettimnwmg 4er Rotaüonskörper. 

Da wir diiFck den h\ Nr. B. verzeicliueten Ausdruck bereit» 
die Form kennen, unter weicher die Masse enthalten ist, sobald 
man sich 4cr P<^lar](oordiitaten bedient^ so handelt es sich s\i||lcbst 
um die Bestimmung der fOr den Fall eines Rotationskörpers ein- 
tretenden integrationsgränzen. Denken wir uns (Fig. 6.)» ein^ 
ebene Kufve, deren G(eichimg in rechtwinkligen Koordinaten 
MT =r helssen mOge, werde um die Abscissenachse henim- 

g^reht, so entsteht eine Hotationsfläche, welche von jeder auf 
OX senkrechten JBbfine in eipem Kreise ^PT geschnitten wird. 
Fflr OM X, MN z:i ff, NP =: z ist 

d. L 

\F(x))\^ + 1» 

und wenn man t^icii die Gleichung |iach x aufgelöst denkt, so 
erhält man cw R^uUijAt vy^ 

als die bekannte allgemeine Gleichung der Rotatiunsflächen, bezogen 
auf rechtwinklige Koordinaten. Substituiren wir ^ x^ t die * 
in Nr. 4. verzeichneten Werthe, so tritt an die Stelle der 
Gleichung 10. die Polargleichuug der Rotationsfläche nämlich 

und mithin verschwindet an vDüig ans der Gleichung^ was auch aus 
Veln geometrisch^ !(^rMnd^ lelelit ^liiellt In der Gleichung 

,UUHlt,s|4itfveUer^ dpircli # ^dxOcMn» tilP ii^ m ItePlW^t-XfiP 

4er -Fonn 
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11) r =z tp(eo$i&) 

Vondieiii konmit» welches wir als allgemeine Polargleichiiiig 



der Rotationsflächen ansehen dürfen. 

Wenn es nun daraui ankommt, die IVIasne des Rotationskörpers 
zu bestimmen^ welche von der Rotationsfläche einerseits und von 
den positiven Theiien der Koordinatenelienen andererseits hegrinzt 
wird, so finden sich die für q, ^, co geltenden Integrationss;ranzeTi 
sehr leicht durch die einfachen Bemerkungen, dass erst dem q der 
Spielranm von p 0 bis q ^ r ^ ip(eoi9r) freisteht, weil r der 
zu einem Punkte der Oberfläche gehurende Radiusvektor ist, und 

dass femer üQs ig^ nnd & die GrMnsen 0 bis -^ar gelten milsseik 

Die Abhängigkeit, in welcher q von 4^ steht, nOtiiigt uns hier, 

die auf q bezügliche Integration zuerst vorzunehmen und es. ist 
deshalb 

dm I sm»di& I q^J(q, ^, m)dQ 

Wir setzen nun weiter voraus, dass die Dichtigkeit nur von 9» 
nicht aber von ■O* und C9 abhängig sei, so dass also die Dichtigkeit 

in allen von 0 gleichweit entfernten Punkten dieselbe ist. Man 
kann sich in diesem Falle den Rotationskörper aus einer Reihe 
unendlich dfinner Kugelschaalen zusammengesetzt denken, wobei 
jede solche Schaale für sich homogen ist, wahrend die Dichtigk^ 
von Schicht zu Schicht wechselt. Bezeichnen wir die in der 
Entfenumg |^ stattfindende Dichtigkeit enifiush mit ^(^) so ist jetzt 

dm I iiitdiifr I Q^^{Q)dQ 

Hier ist der Umstand von Voriheil, dass ^, 4^ und fp{eo»f^) von 0 
unabhängig sind, man wird dadurch in die Muglicbkeit gebracht 
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die «nf m lieiflgÜdie Intogiatioii miniitteUw «iMWiifiUiitii; im 

erhält 

1 TT^ r<p(cos^) 
U> M=: y«J sin^di&j 9*^(»)dQ 

Wenn wir dne neue Variable I =r eoi9 elnfthreii, ao wiid 
$in%d^ zr ift end mltliin mifter RficMdit daiauf, das« de« 

GrSiizeii t^zzO und d = ^ die neaen GrSaaeD < = 1 pnd 



41=: - Äj^ff^^W««^ = y*J^ dt J^^«^W<p 

Daa mit -^gr muitipluirte Poppelintegral steht unter der Form des 

in der vorigen Abhandlung betrachteten Integrales Nr. 1. und wird 
ikm TÖttig gleich» wenn man aich U die Stelle dea 

dettigoi w, $f, fijf) geaetit deokt. Znfelge der Fennel 10. fai IV. 

ist daher 

lind damit das Problem auf hloae Quadraturen ^^urüdcgefUhrt. 

Handelte ea alch um die Maaaenheatimmung eines Kngel- 
elrtanten ndt deai Halbmeaaer r, ao wlre die oliere Integimtlona- 

gränze für g in jNr. 12. konstant z:^ r und mithin die Masse der 
Kngel 

19 
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Ebenso würde da« Integral 

die Differens xwisehen den MaMen zweier konzentriaeben Kngel- 

oktanten, cl. h. die Masse eines Kiigelschaalenoktanten angehen, 
welcher r zum äusseren und zum iuueren Halbmesser bat 
Wenden wir dieae Bemeikiingen auf die Formel 13. an, ao gelangen 
wir zu dem folgenden Theoreme: 

Wenn r =r ip(cos%) die Polargleichung der OberflSche 
eine« Rotationskörpers bezeichnet, innerhalb dessen 
die Dichtigkeit in der Entfernung ^ Tom Anfimgaimnkte 
der Koordinaten durch ^(q) bestimmt wird, ao ist 
die Masse des zwischen den positiven Theilen der 
Koordinatenebenen liegenden Korperatflckea gleich der 
Differens unter den Bfaaaen einen Kugeloktanten und 
eines Kugelschaalenoktanten; die Kugel hat ^^(l) zum 
Halbmesser und in ihr ändert sich die Dichtigkeit 
gleichfidla nach dem Gesetze ^(q), die Kugelachaale 
besitzt die Radien ^(l) und ^(O) und die Dichtigkeit 
in ihr wird durch die Funktion jd(Q)xlf(g) bestimmt, 
wobei i=zif(if) die Umkehrung der Funktion if =z q>(f^ 
bezeichnet 

Wir wollen die Formel 13. noch auf das Ar die phyaleche 

Astronomie bedeutsame Beispiel des Rotationsellipsoide» anwenden. 
Die Gleichung des dreiachsigen ElUpaoidea ist bekanntlich 

(t)' + (f )• + (v)" = * 

woraus flir c =i 6 die Gleichung de« Rotatlonsdlipaoides folgt: 
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in welcber a xugleicli die Drehungsaclise befteidmet. Als Polar* 

gleichung des Ellipsoities ergiebt mch hieraus durch Substitution 
der nnter Nr. 4. Terzeichneten Werthe 



d. i. 

14b) T zz: — — oder r 



je naclidein a grOsser oder Idelner ist; hiennit haben wir unmittellMir 

die Form der Funktion ^(cos^)* Aim ^^(Q = ^9 d. h. 

ab ab 



folgt nvn umgekehrt 

je liuchdem a grösser oder kleiner als 6; hiermit ist die Form von 
ipig) bestinunt. 

V^imSge der Sabstitationen flir r ^ 9(üOfi0) 9(0 und 
I =: if(Q) ergiebt sich jetzt aus der Formel 13., dass der Oktant 
eines gestreckten RotatioDsellipsoides (a ^ 6) durch 

ausgedrückt wird, und wenn demnach E die Masse des ganzen 
EHIpsoides bexeicluiet« so ist 
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oder wenn wir die numerisclie Escentricität des £Ui|^aides mit 
8 beietcboeiiy wo 



C =2 



fll«f ist das xweUe Integral reehtar Hand, «och elber eleganten 

Transformation föhig; fiir 



entsprechen nämlich den Grfinzen ^ = 6, q ^ a die neuen Gränzen 
tf 0, =^ a und so verwandelt sich das integral in 

Sehreiben wir der Gleichförmigkeit wegen wieder ^ statt und 

sttbstituiren in Nr. 16., so wird 

na na ______ 

d. h. in Worte Übertragen; 

Die Masse eines aus den Halbachsen a und b iionstruirten 
geetreckten RotaitiottMÜlpscMee (a ^ b) 'wt gleiek der 
Differenz zwisehen den Blassen zweier Kugeln« welehe 
beide mit der grossen Halbachse (Umdrchnngsadise) 
beschlieben sind; üHr.die erste Kitgel ist wie bei dm 
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BUIpaoiae Ii der Bnlfiminig g mm llittelpiiiiicto die 

Dichtigkeit gleich ^(q), in der zweiten Kugel dagegen 

indet an deraelben Stelle die Diciitlgkeit ^^(V^-f-^i^ 
etett. 

Für den Fall eines abgeplatteten Rotatlonaelliiiaeidea, wo 4dso 

0^6 ist, benutzen die zweiten Furmen von r zz: tpif) und 
t ^(^) aus Nr. 14. und 15.; die Gleichung 13. giebt dann för 
da« ganae filBpsold 

* ~ ** J V ^« ^ + — yjt^*>/~»^i9 

wöbel wir das Vorzeichen des aweiten Integrales geändert haben, 
damit die gtOesere Integtaflon^;iinie anglddi die ebere wetde. 
Um aber gielehförmig die grosse Adise mit a beieiebnen so 

kOnnen» vertauschen wir a und b gegen einander und haben dann» 
unter Einfilhmng der Bezeichnung 

j 

Mitteist der Substitution ^ =: V ^ — verwandelt sich das 
letste Integral in 

no nh 

Schreiben wir wiederum fiir 0 und substituiren» so wird 

Jb nb 

d. h. In Worten ansgedillGfcti 
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Die Masse eines a«e den Halbacikeen a und 6 konetniirten 
abgeplatteten Rotationeelltpsoides (a ^ b) tat gleidi 

der Summe von den Massen zweier Kugeln^ welche 
beide mit der Ueinen Ualbacbee (Umdrehnngeaciise) 
beschrieben sind; filr die erste Kugel ist, wie bei dem 
Ellipsoide in der Entfernung q vum Mittelpunkte die 
DicbtigiKelt gleich ^(q). In der zweiten Kugel findet an 

derselben Stelle die Dichtigkeit ^ (V — ^ p*) 
statt. 

Dieses Beispiel möge genügen, um die Leichtigkeit zu zeigen, 
mit welcher man aus dem allgemeinen Theoreme 13. beliebig 

viele spezielle Sätze, welche sich auf diese oder jene Form von 
Uotationskörpem beziehen, ableiten könnte. 
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VerbesseruBgeDi 



S. 6. Z. 12. a. «tfttt Canekjf Um CfloncAy. 

„ 15. „ 6. V. o. statt OM — y « Ucs OJIf = ysr. 

19. „ 8. V. u. statt tritt lie« wird. 

27. ,» 10. o. statt eu lies e^, 

52. „ 5. V. u. fehlt zz: zwischen 93 Gt) und x. 

55. y> 6. u. ist die 1 iiinter ^{x) zu streichen. 



67. „ 6. V. a. ebenso Z. 4. t. u. statt ^^—^ — - 

„ 59. „ 5. V. u. statt 1.2.2 lies 1.2.3. 

„ ^ 75. Formel 79. ist das letzte Glied {a — a)* 

^, 85. 1. y. o. statt kekannte lies bekannte. 

„ 65. „ 6. Y. n. statt a;iF(a;) lies F(x) 

„ 107. M 6. V. u. statt der lies den. 



106. M 3. V. u. statt I lies I 

„ 120. „ 1. V. u. statt ^ lies il* s""*. 
M 121. „ 7. und Z. 5. n. statt ^ lies fiP. 

„ 126. „ 10. V. u. statt VI. lies V. 

132. „ 6. V. o statt V«« — fies V«* — 



140. Formel Ö. statt 1(^(0) lies 9(0). 

In Fig. 3. gehört der Bnehstabe h an den Durchschiutt der 

Linien OY und ÜM. 
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Ihrmel 90» E. B. R. Boempler i« Dretdtm. 
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